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Quattitru ralativ* h I'intirlt i* I'tuytnt, 
De I'int^r^t aimple, 
De I'int^ft compel^ , 
De* annuity, 
De la nnli pwrp^fuellt. 
Comment on peat oomparer tntie ellei dei ai 
a difKrentei ipoquei , 

Adbitior , 

iVo/e aur le problime dea 



jilphabet pour faciliter la lecture des calculi oil I'w 
fait usage des lettres grecquet. 



1, " 


... Alpha. 


», /i,e.. 


... Mta. 






\,^..... 


. . . DelU. 


E, r 


... Epsilon. 




... Z«te. 


a, t 


... ^. 


J, »,s... 


... TMU. 




... IqU. 


t,* 


... Cpp.. 


1., 1 


... Ltmbdi. 


«,/« 


... Hu. 




... Hu. 


s. i 


... Xi, 


), « 


.... Oittimon 


n, ...... 


. . . . Pi. 


^ f 


.... Rho. 


, »,( 


.... Sigm.. 


P, 1,7... 


.... T>D. 


f. w 


.... UpwloD. 


.r--- 


. . . . Phi. 






r. ^ 


... Psi. 


a, 0. 


.... OmSga. 



DALGEBRE. 



-.Notions preliminatres sur le pasxage de 
/'AfiiTHsi£TiQ«B « rALCEBRE , explicotion et 
usi^e de$ signes algebriques. 



I. On a dft remarqtier dans le Traite ilemeniaini 
i'Arithmitique , plusieurs questions dont la solution se 
compose de deux parties ; I'une ayant pour but de 
chercher ausqae])es dea quatre opiraliBn* /ondamen~ 
taltf se rapporte la d^tenniQation da nombre inconnu 
par le moyen des nombres donnes , et I'autre I'appli- 
cation de oes regies. La premiere partie , ind^pendante 
de toute maniere d'ecnre les nombrea on de tout sys- 
tdme de numeration, repose entierement sur le d^e- 
loppemeut des consequences qui r^ulteat eipticite- 
ment ou implicitement de I'^nonce, on de la -maniere 
dont cet ^noac^ lie les nombres donnes aux nombres 
inconnus, c'est-a-dire des relations qn'il dtablit entre 
ces nombres. En g^o^al 09 pent, si ces relations ne 
sont pas compliqu^es , trouver par le simple raisonne- 
ment, la Valeur des nombres inconnus. II faut poor 
cela, decomposer les conditions que renferment les re- 
lations enoue^s , en traduisant nee relations dans une 
suite de phrases (Jquivalentes , dont la derniere doit 
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6(re con^ue en ces termes : LHneonnuB egcCU la somme, 
ou la diffhrene^t ou le produii, ou U quotient de telle* et 
telles grandeurs. L'exerople suivant eclaircira ce que 
ces notions g^n^rales pourraient renfermer d'<^8cur« 

Partag^ un namhre donni , en deus partiee telles, 
que la premikre eurpaeee la eeeonde d'un exchs donni^ 

Pour y parvenir, on observera, \^ que 

La plus grande partie est igaU a la plus petite, plus 
I'exces donni, 

et que par consequent, si la plus petite partie ^tait 
con^ue , en lui ajoutant cet exc^s , on aurait la plus 
grande 2 2^ que 

La phis grande partie ajouUe wsee la plus petite par^ 
tie, forme le nombre apartager. 

Substituant, dans cette derni^re phrase , a ces mots : 
la plus grande partie, Fexpression ^quivalente rapport^e 
plus haut , savoir : la plus petite partis, pLua texces 
donn4, pn trouYe que 

La plus petite partie, plus Vexchs donnS, plus encore 
la plus petite partie ,Jbrment le nomhre a partagerm 

Mais alors la phrase pent etre abregde , en Tenon- 
f ant ainsi : 

Jieux fois la plus petite partie, tyouties avec Vexoh 
danni , forment le nomhre apartager ; 
et on en oonclut necessairement que 

Deux fois la plus petite partie sent egdUs au nmnhrt h 
partager^ diminui de Vexeks donne : 

done 

Unefois la plus petite partie est igale h la moitii de la 
dijfirenee entre le nomhre apartager et rexebs dotend, 

Oa , oe qui ^at la memo ohose , 

La plus petite partie eet ^ale ^ la moiUi du nomhre a 
partager, moine la moitii de Voxels donnL 

Voila dono la question proposer r^c^ne, pubque, 
pour obtenir les parties cberckees 9 il Sivffit de faire des 



openatioiis purem^nt jivithmtftiqoeft sur des oiOBQi)>res 
Qosnus. 

Si, par exemple, le Bombre a partager ^tait 9, et 
Texces de la plus graude partie sor la plus petite , ^ , la 
plus petite partie serait , d'apres la regl^ ci^dessoA , 
egale a 7 moius |, oa a |, ou enfin a 2 ; et la plus 
grande, compos6ede la plus petite plus FexcesSy se* 
rait legale a 7. 

2. Les raisonnemcaas , fort simples dans le probleme 
propose ci-dessus , mais tres compliqu<^ dans d'autres, 
se composant , en general , d'un certain nombre d'ex«> 
pressions , telles que ajouti a, diminuede, €st igul a, etc., 
r^petees frequemment , et qui tiennent aux ope- 
rations par lesquelles les grandeurs qui entrent dans 
r^nonc^ de la question , sent li<ies entre ellas , il est vi- '' 

•ible qu'on abr^gerait beaueoup en repr^sentant cha*' / 

cune de ces expressions par un signe ; et c'est aussi oe 
qii'on fait, comme il suit. 

Pour indiquer Faddition, on se sert du signe +, qui 
signifie pliL9, 

Pour la soustraction , on se sert dn signe — , qui 
signifie tnoin*. 

Pour la multiplication, on se sert du signe X , qui 
signifie muWpliSpar, 

' Pour ^crtre que. deux quantit^s doivent ^tre divis^es 
f nne par TaUtre , on place la seconde sotis la premiere, 

et on les separe par un trait : j signifie IS divi§Spar 4. 

Enfin pour marquer que deux quantites sent egales, 
on met entre lenro expressions le signe x=s , qui signifie 



Gesabr^viations, quoiqne d^ja tr^s considerables, m 
suffisent pas encore , car on est oblige de repeter sob- 
vent U nomhre a pariagsr^ U nombre dann4, etc. , la 
^ui fetU$ partie, le nombre cherchi^ etc. , ce qui 'al- 
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longe beaacoup* A Fi^af d des^donndev, i'expMicnt qipi 
s'est offert le premier , a et^ de prendre , pour les re- 
presenter, desnombres determines qui serTent d'exein-> 
pie, comme on en use en Arithni^tique ; mais la chose 
n'^ant'pas possible a I'egard des nombres inconnus, 
ony ^a sobstltue un signe de conyention , qui a vari^ 
avec le temps. On s'est enfin accorde a employer les 
lettres de Talphabet ; presque toujours on se sert des 
demieres , comme en Arithmettqne on met un x pour 
le quatrieme terme d*une proportion dont on ne con- 
nait que les trois premiers; et c'est de Fusage de ces 
diyerS' signes qu'est r^sultee VAlgebre, 

Je vais , par leur mOyen , reprendre la question du 
n^ 1 , et je representerai Finconnue ou le plus petit 
nombre par la lettre s ; le nombre a partager et I'exces 
donne , par les deux nombres 9 et 5 ; la plus grande 
>des parties cherchees sera exprim^ par or +5 , et leur 
somme par x + 5 + ^ ' on aura done 

mais en ^crivant 2ir pour le double de la quantite x, il 
en r^sultera 

2ar + 5=9. 

4]ette expression montrant qu'il faut ajouter 5 au nombre 
%x pour former 9 , j'en conclurai que 2^=9 — 5, ou 

que S^r = 4 , et qu'enfin or = ^ = 2. 

^' £n rapprochant maintenant ce que signifient les 
W l^hpuses abregees que je viens d'eerire au moyen des 
i^fe^^^ convenus , de cellos qui m'ont conduit a la solu* 
Von par le raisonnement seul , on verra que les unes 
ne flont que la traduction des autres. 
^' Le nombre 2, resultat des operations precedentes, 
ne oon^ient qu*& Texemple particulier que j'ai choisi, 
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tandis que le raisonnement seul , en apprenant qne la 
plu9 petite partie est i^le a la moitie du nomhre a par* 
tager, moins la moitie de Vexc^e donrUf fait Toir com-' 
ment le nombre inconnu se compose avee les nombres 
donnes , et fournit une regie , a Taide de laqueile on 
pent resoudre tons les cas particuliers compris dans la 
question. 

Get avantage da raisonnement employe seul , tient a 
ce qu'en ne designant aucun nombre en particulier, 
les nombres donnes passent sans alteration d'une pbrase 
a Fautre, tandis qu'en considerant des nombres deter-^ 
mines , on effectue a mesure toutes les operations qui 
se pr^sentent sur ces nombres ; et quand on est par- 
yenu au r^sultat , rien ne retrace comment le nombre 
S , auquel on peut arriver par une infinite d'operations 
difierentes , a ete forme par les nombres donnes 9 et S^. 

8. On eYitera ces inconveniens en representant , par 
des caract^res independans de toute valeur particuliere^ 
et sur lesquels on ne puisse par consequent effectuer 
aucun calcul , le nomhre a partager et Yexch donne, Les 
lettres de Falphabet sont tres propres h cet usage ; et 
la question propose peut , par lenr moyen , s'enoncer 
ainsi : 

Partager un nombre connu , represents par a, en 
deux parties telles, que la pltis grande ait sur la plus 
petite un excls donni , represents par b. 

Designant toujours la plus petite par x , 

La plus grande sera exprim^e par x+6; 

Leur somme , ou le nombre a partager, sera dqiiiva* 
leuikx-rb+x, oikk^x + b : 

La condition de la question donnera done 

• ^x-\-bs=:a, 

M aintenant il est visible que s*il faut ajouter au double 
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Dam In question patticuliire dont je me imis ocoupe 
en premier lieu , le nombre si partager ^tait 9 , Texces 
d'nne partie sur Taatre, K; pour la r^ondre par les 
regies auxquelles je viens de parvenir, il faudra effeo- 
tuer 8ur les nombres et B les operations iadiqades 
sur a et sur ^. 

9 5 

La mcHti^ de 9 etant^ et celie de 5 etant^, on aufa 

pour (a plus petite partie , 

i J— ^— ^r 

pour la plus grande,, 

4. J'ai design^ ci-dessus par s la plus petite des deux 
parties , et j'en ai d^duit la plus grande : si Ton voulait 
chercber immediatement cette demiere, on obserre- 
rait qu'en la repr^sentant parx, Tautre serait s — B, 
puisqu'on passe de la plus grande & la plus petii^ , en 
retranobant I'exeds de la premiere sur la seconde ; le 
nombre a partager serait alors exptim^ par s-^B+s, 
ou paf Ir — B, et on aurait par cons^cjuerit 

Ce resultat fait voir que %s surpassela quantite a de la 
. quantity h, et que par consequent 2x = a + ^. En pre- 
nant la moiti^ de 2x et de la quantite qui lui est egale , 
pour avoir la valeur de x, on tire de la 

a b 

ce qui donne, pour oalcnler la plusgi^atide des deux 
parties eberch^,. la m^me regie que oi*dessus. Je ne 
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m'arreterai pas a en dMaire I'eapreMton de la plas 
petite. 

La m6me relation entre des nombres donnes et des 
nombres inconnus , pent etre enoncee de plusieurs ma- 
nieres tres differentes ; celle qui a conduit a la question 
pr^c6dente, est aussi celle qui resulte de Teiionce que 
Toici : 

Connatssant la somme a de deux nomhratf et leur 
difference b , trouver chacun de ces nomhres ; puisqu^en 
d'autres termes, 16 nombre a parta^r est la somme des 
deux parties cherchees , et que leur diff<§rence est Tex- 
jch^ de la plus grande sur la plus petite. Ce changement 
dans les tatmes de Venonce etant applique aux regTes 
trouvees ci-dessus , elles donnent : 

Le plue petit des deux nomhres cherehks est Sgal a la 
moitie de la somme moins la tnoitie de la difference* 

Leplus grand est igal a la moitie de la somme plus la 
tmOitiSde la difference, 

IS. Yoici une question analogue a la precedente » mais 
nn pen plus compliqu6e : 

Partager un nombre donnSp en trois parties telles, fue 
Vexees de la tnoi^nne sur la plus petite soit un nombre 
donni, et Vexchs de la plus grande sur la moyenne soif 
un autre nombre donne. 

Pour fixer les idees , je donnerai dVbord aux nombres 
^ connns des raleurs determinees : 

Je supposerai que le nombre a partager soit 2S0. 

Que Texces de la partie moyenne sur la plus petite 
soit 40. 

Que I'exces de la plus grande partie sur la moyenne 
soit 60. 

Designant la plus petite partie par x. 

La moyenne sera la plus petite plus 40 , on jr + 40 , 



Et 1st p1a» grande sera la nioyenn&.pllisk 6&, ou 
jr + 40 + 60; 

Or, les trois parties prises ensemble doi vent fairele 
nombre a partager : done 

ar + a;-^ AO + s + iO 4-^0:=280. 

En r^nmssant d'une part les'nombres donnas, et de 
I'autre les nombres inconnus , x se trouvera 8 fois dans 
les resultats ; et pour abreger, on ^crira 

3x+140=2S0. 

Mais pnisqa*il faut ajouter 140 au triple de s pour 
faire 280, il s*ensuit qu'en 6tant 140 de220, on aura 
pre<;is^nient le triple de s, ou que 

8jr = 230 — 140, . 

ou que Bjr=90;. 

90 
et il suit de la quea?^=: ^-oursSO. 

o 

En ajoutint a 30 1'exe^ 40 de la partie moyenne sur 
la plus petite , on aura 70 poiir la partie moyenne. 

En ajoutant a 70 I'exo^s 60. die la plus grande partie 
sur la moyenne, on aura ISO pour la plus grande partie. 

6. Si les nombres connus etaient differens de ceux 
quej*aimis dansTenonee, on resoudrait encore la ques- 
tion en suivant la marche traeee dans le numero prece- 
dent ; mais on serait oblige de repeter tons les raison « 
nemens et toutes les operations par lesquelles on est 
paryenu au nombre de BO , parce que rien ne montre 
comment ce nombre se compose des nombres don- 
n<$s, 280, 40 et 60. Pour rendre^ la solution ind^pen^ 
dante des valours particulieres des nombres , et faire 
voir comment la valeur de rinconnue se forme au moyen 
des quantitds connues, je yais enoncer le problemo 
ainsi : 

Partagier U ntanhre danne a tn iroU parties ielhM, que 
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Vexehs d& la tn0f/enn9 sur la plug petit9 sM mi^ nomlre 
donni b, el Vexces de la plus grande sur la moyenne soit 
un notnhre Aonne c 

£n d^signant comme ci-dessns par x la qoantiti^ m* 
connue , et en ecmant , a I'aide des signes convenus et 
des symboles a, b, c, qui representent les quantites con- 
nuet de la question y les raisonnemens faits precedem^ 
ment sur les nombres, on fonnera de nouveau 

la plus petite partie x, 
la moyenne x + b, 

la plus grande jr + ^ + <?; 

et la reunion de ces trois parties faisant le nombre a 
partager, il faudra que 

.x-{-x-{-b'{'X'{'b + es=a. 

Gette expression , toute simple qu'elle est , pent encore 
s'abreger; car puisqu'elle montre que x entre trois fois 
dans le nombre a partager, et que b y entre deux fois, au 
lieu de X + jf -f* jr, j'^crirai ix, au lieu do + ^ + ^» 
j*ecrirai + S^, et il viendra 

hx ^{'U '{' esssa. 

Get derni^re expression fait connattre qu'il faut 
ajonter au triple du nombre represent^ par x, le double 
du nombre represente par b et encore le nombre e, 
pour former le nombre a; il s'ensuit que si du nombre 
a, on 6te le double du nombre b, puis encore le nom* 
bre c, on aura pr^cisement le triple de x, ou que 
/ ^x=a — 2^ — £?/ 

or X 6tant le tiers de trois fois x, on de hx;on en con- 

clora que 

a-— 2A— c 

3 

II faut bien remarquer que n'ayant assigne aucune 
Talenr particaliire aux nombres representes par a, b, c, 
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le rdsaltat aitquel je suis par vena ne donne non pila» 
aacune valenr pour or; ii indique seulement qucdleft^ 
^pdrationi il faut iaire sor ces nombres , lorsqa'on lear 
«0fi(fneiine valeur, pour endeduire celle de rinconnue. 

Ea effet, Texpression -z: , a laquell^ s ea$ 

igsil , peut Stre rendue dans le langage ordinaire , en 
ecrivant, & la place des lettres, la denomination des 
nombres qu'elles representent , et a la place des signes , 
I'enonciation des operations qu'ils indiquent; on for- 
mera ainsi cette phrase : 

Du nomhre h partager, dlex le double de Vexcee de la 
partte moyenne sur la plus petite^ et encore Vexchs de la 
plus grande eur la moyenne, ei prenez le tiers du resle. 

En suirant cette phrase a la lettre , on determinera , 
par les premieres operations de FArithmetique , la plus 
petite partie* Le nombre a partager etant, par exemple, 
380, les exces 40 et 60 , comme dans le num^ro prece- 
dent, on 6tera de 230, deux fois -40 , ou 80 , et 60, il 
restera 90 , dont le tiers sera SO , ainsi qu'on I'a deja 
trouY^. 

Si le nombre a partager ^tait 530, les exc^s 50 et 130, 
on dterait de 530 deux fois 50, ou 100, et 130,ilreste- 
rait BOO, dont le tiers, ou 100, serai t la plus petite 
partie ; on formerait les deux autres en ajoutant 50 a 1 00, 
ce qui ferait ISO; puis 130 k ce r^sultat; cequife- 
rait 370 : ainsi , les trois parties demandees seraient 

100, 160, 370, 

et leur somme serait 530 , ainsi que Texige la question. 

G'est parce que les resultats algebriques ne sont le 
plus souvent que Findication d'operations a effectuersur 
des nombres pour en trouver d'autres, qu'on lesappelle 
en f^initAformules. 
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Gette qaestion, qooiijoe plus compliqn^e qae celle duk 
amnero 1 , peat encore dtre resolae avec le lai^age 
ordinaire; c'est ce qu'on Toit dans le tableau ci-joibt, 
ouFon a plac^ yis-a-yin de chaqne rai8onnenient,ftatra- 
daction en caracteres alg^briqnes. L'examenattentif de 
ee tableau ne doit laisser ancan donte sar Fatilite de 
I'Al^ebre et snr les circonstances de son invention. 
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7. Les signes conrenns dans le numero 2 ne sont pas 
les seals dont on se serve en Alg^bre ; de nouvelles 
considerations en introduiront par la suite de nou- 
veaux. On a ddja du remarquer que j*ai indique dans 
le numero 2 , la multiplication de s par % , et dans les 
num^ros 5 et 6 , celle de x par S ^ celle de 6 par 2 , en 
pla^ant seulement ces chiffres au-devant des lettres 
X et b, sans aucune interposition de signe , et j'en userai 
ainsi d^sormais ; en sorte que tout nombre plac^ a la 
gauche d'une lettre sera multiplicateur du nombre que 
repr^sente cette lettre ; Kj: , 5a > etc. , designeront 

S fois x^ 5 fois a, etc. ijs on -j-y etc. , designeront les 

~ 4e ^ on S fois x divisees par 4 , etc. 

£n general , la multiplication s*indiquera d^ormais 
en mettant les facteurs a la suite les uns des. autres , 
sans aucune interposition de signe , toutes les fois qu*il 
o'en resultera pas de confusion. 

Ainsi les expressions ax, be, etc., seront equiralentes 
k a X X, b X e\ etc., mais on ne pourra pas supprimer 
le signe x lorsqu'il s'agira des nombres , car alors Tex- 
pression 3x5, dont la valeur est 15 , devenant 85 par 
remission du signe X , changerait entierement de si- 
gnification. Dans ce cas , on substitue souvent un point 
au signe x , et on ecrit 8 • 5. 
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■ 8. £b examinant arec attention la solution de$ pro- 
blames des numeros 3 et 6 , on la trouyera compose^ 
de deox parties bien distinctes. Dans la premiere , on 
exprime , au moyen des earactares alg^briques , les 
relations que I'enonce de la question etablit entre les 
quautit^s connues et les quantites inconnues , et cela 
conduit a egaler deux quantites entre elles , savoir : 

Dans le nnmero S , les quantites 2ar + ^ et a , 

Dans le numero 6 , les quantitds Sx + 2^ + c et a. 

Puis de cette egalite on deduit une suite de conse- 
quences qui menent enfin a egaler Tinconnue jr ^ un 
assemblage de quantites donnees , liees entre elles par 
des operations que Ton salt, effectuer : ToUa la seconde 
partie de la solution. 

Les deux parties que je viens d'indiquer se retrouvent 
dans presque tons les problemes qui sont du ressort de 
TAlgebre. II est difficile de donner , au moins pour le 
moment , une regie d'apres laquelle on puisse effectuer 
la premiere partie , celle qui a pour objet la traduction 
en caract^res algebriques des conditions de la question: 
II faut , pour y r^ussir , se familiariser avec T^criture 
alg^brique , et acqu^rir l*habitude de decomposer 1'^- 
nonce d*un probl^me dans toutes ses circonstances , 
ioit explicites , soit implicites. Mais lorsqu'on est par* 
venu k former les deux nombres que la question sup- 
pose egaux entre eux , il y a . des procedet m^tho- 
diques pour deduire de cette expreasicm al^ebrique la 
yal^ir de rinoonnua, ce qui fait Tobji^t de la seconde 
parlie de la solution. Arant de les faire oonnaitre, j'ex- 
pliquerai quelques denominations dont les Alg^ibristes 
•e servent a ce sujet. 
Une Equation est I'egalite de deux, quantites. 
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■ 

L'ensemble des qaantit^s qui sont d*un mAtne c6te 
. da signe = , se nomme mmnhre / une Equation a deux 

membret. 

Celni qtii est a gauche s'appelle le premier memhre ; 
I'autre est le second, 

Dans Tequaiion 2dr 4- ^ = & , 2x + ^ est le premier 
m^mhre , « est le eecond memhre, 

Les quanlites qui composent un meme membre, 
lorsqu^elles sont separees par les signes + ou — , se 
noinment termes. 

Ainsi le premier membre de Tequation 2dr + ^ =: a 
renferme deux termes , savoir : 2x et h- ^. 

L'equation \x + 7 = 8x — 12, a deux termes dans 
chacun de ses membres , savoir : 

•^ jr'et + 7 dans le premier , 
8jr et — 12 dans le second. 

Quoique j'aie pris au hasard , et pour servir d'exem- 
pie , l'equation 5jr+7 = 8x — 12, elle doit etre con^ 
sideree , ainsi que toutes celles dont je parlerai par la 
suite , com me tenant d*un probleme dont on pent tou- 
jours trouver un ^nonce en traduisant en langage ordi- 
naire r^quation proposee. Celle dont il s'agit revient a 

Trouver un nombre x tel, qu'en ajoutant 7 aus \dej.^ 
la eomm,e eoit egale a Zfoie x moins 12. 

De m^me , l'equation ax '^be — cssszae — bs, dans 
laquelle les lettres a,b,c sont censees representer des 
quantity connues ,. repond a la question suivante : 

Trouver un nombre x tel , qu'en le muliipliant par 
un' nombre donni a , puie ajoutant le prodtut dee deux 
nombree donnSs b ^/ c , et reiranokant de ceite somme 
ie produit d'un nombre donnS c par le nombre x ^ ^n 
ail un rSsullategal au produit dee nombree a tf/ ddminue 
de celui dee nombree h elx^ 
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G'est en s*exercant beaucoup a passer du langage or- 
dinaire a I'ectiture algebrique, et a rendre celle-cidans 
le premier , qu'on parvient ja se familiariser avec FAl- 
gebre , dont la difficult^ ne consiste gu^re que dans la 
parfaite intelligence des signes et de leur emploi. 

Tirer d'une equation la yaleur de rinconnue , ou 
parvenir a avoir cette inconnue seule dans un membre, 
et des quantites toutes connues dans I'autre , c'est ce 
qu'on appelle risoudre cette equation. 

Les diverses questions qui peuTent se presenter con- 
duisant a des equations plus ou moins composes , on 
a partage celles-ci en plusieurs classes ou degrii. Je 
Tais m'occuper d'abord des ^ua/$ons du premier degri. 
On nomme ainsi les Equations dans lesquelles les in- 
connues ne sont multipli^es ni par elies-mdmes , ni 
entre elles. 



De la resolution des Squations du premier degre a 

une seule inconnue. 



9k C^ a deja vu que r^soudre une Equation, c'est 
arritrer a une expression dans laquelle I'inconnue seule 
dans un membre soit ^galee a des quantites connues , 
combinees entre elles par des operations qu'on sache 
effectner. II suit de la qu'il faut , pour amener une 
equation a cet etat , degager Tinconnue des quantites 
connues avec lesquelles elle se trouve coihbinee ; or 
rinconnue pent se trouver jn^lee , de trois s^anieres , 
avec les quantites connues : 

l*". Par addition et soustraction , commfe dans les 
equations : 

jr 4- 5 = 9 — or, 
a + X c=:^ — jr; 

1 
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2** Par addidon , soustraotion et multiplioatioii , 
comme dans les Equations 

ax — ^ = tf X + d; 

S** Enfin par addition , soustraction , multiplication 
et division , comme dans les Equations 

cue . mx p 

-7-+ ex — «£= \r- • 

h n q 

On degage I'inconnue des additions et soustractions 
ou elle entre avec des quantites connues , en rassem- 
blant dans un seul membre tons les termes ou elle se 
trouYe ; et pour cela , il faut savoir faire passer an 
terme d'un membre dans un autre. 

10. Par exemple , dans T^quation 

7jr— 5=12+ ^^, 

il faut passer le terme \x du second membre dans le 
premier, et le terme — 5 du premier dans le second. 
Pour cela , on doit observer qu'en effa^ant + Ax dans 
le second membre , on le diminue de la qnantite Ax^ et 
qu'il faut op^rer la m^e soustraction sur le premier 
membre , pour conserver I'egalit^ de oes deux mem- 
bres : on ^rira done — Ax dans le prenider membre , 
qui deviendra Ix* — 5 — Ax ; et Ton aura 

7,_5_4-P— 12. 

Effacer — 5 du premier membre , c'est supprimer la 
soustraction indiquee de 5 unites ; c'est par consequent 
augmenter ce membre de 5 unites ; on doit done , pour 
conserver Vegalit^ , augmenter aussi le second membre 
de 5 unites , ou ecrire + 5 dans ce membre : il *de- 
viendra 12 4- 5 et Ton aura 

7^ — 4x = 12 + 5. 



£n effectuant les operations mdiqu^es , il en resuUera 
Tequation 3jr:=17. 

Par ces raisonnemens, qu'on peut appliquer a quelque 
exemple que ce soit , on . voit qu'en efira9ant dans un 
membre un terme affecte du signe + , et qui par consd* 
quent augmentait ce membre, il faut soustraire ce terme 
de Tautre membre, ou Ty ecrire avec le signe — ; qu'au 
contraire , quand le terme qu'on efface a le signe — , 
comme par sa presence il diminuait le membre ou il etait, 
il hut augme^ter Fautre membre du m^me terme, 
ou I'y ^erire ayec le. signe +• On conclura de la cette 
regie g^nerale : 

Pour faire paster un terme qicelconque d^ne equa-* 
Hon, d'un membre dans V autre y il faut Veffacer dans 
le membre ou il se trouve , et Veprire dans V autre avec 
un signe contraire h celui quHl avail d^ahord. 

Pour mettre cette regie en pratique , il faut faire at- 
tention que le premier terme de chaque membre, quand 
il n'est precede d'aucun signe, est cense avoir le signe + . 
G'est ainsi qu'en passant le terme ex de I'^quation litte^ 
rale ax — h = cx -{- d y&a second membre dans le pre- 
mier , on aura 

ax — h — cx=zd; 

passant ensuite le terme — ^ du premier membre dans 
le second , il viendra 

ax — cx7=.d + ^• 

11. Par le moyen do la r^gle precedente, on peut 
d'abord reunir dans un des membres tons les termes 
afiect^s de Tinconnue , et dans I'autre toutes les quan- 
tit^s connues ; et sous cette forme , le membre ou se 
trouve rinconnue, peut toujours se decomposer en deux 
facteurs , dont I'un ne contient que des quantites don- 
nees , et dont I'autre est I'inconnue seule. 

Cette simplification se presente d'ellc-mdmc toutes les 
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fois que Fequation proposee est nunieriqae , et qa'elle 
ne contient point de fractions , parce qu'alors toits les 
termes affectes de Tinconnue se reduisent a un seul. Si 
Ton avait, par exeraple, 10a: + Tor — 2jf=25 + 7; 
en effectuant les operations indiquees dans chaqae 
menibre , on trouverait successivement 

17x — 2ar=:32, 
15ar = S2; 

et 15j: se decomposant dans les deux facteurs 15 et or, 
on aurait le facteur inconnu a:, en divisant par le fac- 
teur donne 15, le nombre 32 egal au produit 15jr : il 
viendrait 

La decomposition se fait de meme dans les equations 
litterales semblables a 

aor =;=: 3c ; 

parce que le terme ax designe immediatement le pro- 
duit de a par or .* on en conclut 

be ^ 
a' 

Soit maintenant I'^quation 

ax — 3 jr + ex = ac — be , 

qui contient trois termes affectes de Tinconnue. Puisque 
ax, hx , ex representent les produits respectifs dex, 
par les quantites a,hy c, Texpression ax — hx '\- ex, 
traduite en langage ordinaire , donne cette phrase : 

De X pris d!ahord autant de fois qu'il y a d'uniies 
dans a • retranehez auiant de fois x qu'il y a d* unites 
dans b , et ajoutez au resultat la m4me quantite x prise 
autant de fois qu'il y a d'unites dans c- 

II suit de la qu'en tout Tinconnue x se trouve prise 
autant de fois qu'il y a d'unites dans la difl^rence des 
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nombres a et 6, augmentee du nombre c , c'est-a-dire 
autant de fois que le marque le nombre a — ^ + c : ies 
deux faeteurs da premier membre sont par consequent 
a — b + c eijt: on a. done 

ae — be 



a — 6 + 1? 

Ge raisonnement , qu'on pent appliquer a tout autre 
exemple, fait voir qa^apres la reunion dan* un seul 
membre, dee divere termee contenant Vinconnue , le 
facteur qui multiplie cetle inconnue ee forme de toutes 
lee quantitee qui la m,uUiplient ieoUment, ae^emblees 
avee lee etgnee dont ellee eont precedeee ; el on ohtient 
Vineonnue en divisant le membre tout connu par le 
faeteyr dont il e'a^it. 

D'apres cette regie , Tequaitioa ax — txz=^bc donne 

_ be 

De mSme Fequation x + oar = cr — d conduit a 

e — d 
1 +a' 

parce qu'il faut observer que la lettra a:, eiaoat seule, 
doit etre I'egardee comme multipliee par Tunite. On 
Toit d'ailleurs que dans a+as, Tinconnue x se trouve 
contenne une fois de plus que dans ax , et est par con- 
sequent multipliee par 1 + a. 

12. II est risible que si tous les termes de Fequation 
contenaient un facteur commun, on pourrait supprimer 
ce facteur sans troubler I'^galit^ , puisqu'on ne ferait 
que divisor par un m^me nombre toutes les parties des 
deux quantit^s que Ton suppose ^gales entre elles. 

Soit pour exemple Fequation 

^bx — Qbcd = l^bdx + i^abc. 
J*observe d'abord que les nombres 6, 9, 12 ct 15 sont 
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divisibles par l( ; et en sapprimant oe facteur , je ne 
ferai que prendre le tiers de toutes les quantit^s qui 
ferment r^quation : j'aorai , apres cette redaction , 

J'observe ensnite que la lettre b, combing dans chaque 
terme par voie de molttplication , indique un facteur 
cominun a tous ces termes ; je la supprimerai done 
aussi , et il yiendra 

Sojr — iod = Adx + 5ac. 

£n appliquant a cette demi^re equation les r^les des 
numeros 10 et 11 , j'en tirerai successiYement , 

Sojr — "Ads = ^ae + Zed , 

5<w? + icd 

%L — Ad ' 

IS. Je passe maintenant aux Equations dont les termes 
ont des divisenrs. On pourrait leur appliquer immedia- 
tement les regies precedentes , toutes les fois que I'in- 
connue n'entre point dans les denominateurs ; mais il 
est souvent plus simple de ramener tous les termes au 
mSme denominateur , qu'on pent supprimer ensuite. 

Soit , par exemple , I'equation 

J'obserYcrai que rArithmetique fournit des regies pour 
r^duire des fractions au meme denominateur , et pour 
conyertir des entiers en fractions d'une espece donnee 
{Arithm. 69, 67), et je transformerai par ces regies, 
en fractions de m6me denominateur , tons les termes 
de I'equation proposee. 
Kn commen^ant d'abord par les fractions , qui sent 

2x Ax 5x 

T' T' "7"' 



je ]es changerai , par la premiere des regies citees , en 

g X 7 X 2jr S X 7 X ■JjT 8 X 5 X 5x 

, 8x5x7' 8x5x7' 3x5x7' 

pais pour convertir les entiers 4 et 12 en fractions, il n'y 
aura plus qu'a les multiplier par le d^nominateur com- 
mun des fractions , savoir , par 8 x 5 x 7 , et Ton aura 

8x6x7x4, 8x5x7x12. 

Repla9ant ensuite tons ces termes dans Tequation pro- 
posde 9 elle deriendra 

5 X 7 X 2jr 8x5x7x4 
3x5x7"^ 8x5x7 
8x7x4jr 8x5x7x12 8x5x5* 
8x5x7 8x5x7 8x5x7' 

et Ton y pourra supprimer le denominateur , puisqu'on 
ne fera par la que multiplier toutes ses parties par ce 
denominateur (Arithm. 54) , ce qui ne saurait troubler 
I'egalite. II viendra , apr^s cette suppression , 

5x 7 x24r + 8x5x7x4 
=8x7x4* + 8x5x7x 12—8 x 5 x 5ar, 

ou 70ar + 420=84ar+ 1260—75*, 

equation sans denominateur , de laquelle on tirera la 
valeur de x par les regies preeedentes. 

L'inspection du r^sultat ci*dessus , et memo Tappli* 
cation seule des regies d'Arithmetique citees , fait voir 
eyidemment que , dans Foperation dont il s'agit , le* 
numirateurs de ehaque fraction doivent Sire multi- 
plies par le produit dee denominateure de toutee lee 
autree, lee entiere, par le produit dfi toue lee denomi" 
nateure; et il ne faut tenir aucun eompte du dinomi- 
notour cotnmun dee /ractione reeultantee. 

L'^uation 70* + 420 s= 84* + 1260 — 75* de- 
vient successivement 
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70jr + 75ar — 84a-= 1260 — 420 

61x=s 840 

840 47 

Le meme procede s'applique aux equations litterales, 
ea observant qu'on ne peut alors qa*indiquer les multi- 
plications , qui s'eflFectuent lorsqu'ii s'agit des nombres. 

Soit ^ par exemple , Tequalion 

ax dx fa 

• o eh 

on en deduira 

eh X dx — heh X <?=:M Y.dx ^he y.fg, 

resultat qu*Qn peut ecrire plus simplement en pla^ant , 
conformement a la convention etablie dans le n® 7 , a 
c6te les uns des autres , sans interposition de signe , les 
facteurs de chaque produit , et en intervertissant Tordre 
des multiplications pour conserver Fordre alphabetique, 
plus facile dans I'enonciation des lettres : il viendra 

tiehx — bqeh = hdhx + befg , 

d*ou Ton conclura 

aehx -— hdhx = htfg + hceh , 

hefg + bceh 
aeh -i" bdh 

14. Quoiqu^on ne puisse donneri aucune regie gene- 
rale et precise pour former Fequation d*une question 
quelconque , il existe cependant un pr^cepte dont Tap- 
plication bien entendue ne mariquerait pas de conduire 
au but propose. Voici ce precepte : 

Indiquer , a Vaide des aignes aJgihri^ues , sur les 
quantiUs connttes , representees soit par des nombres , 
soit par des Uiires, et sur les quantites inconnues re^ 
presentees toujours par des lettres , les mimes raisonne- 



men* et hs mhnes operations qu'il faudrait effectuer 
pour verifier lee valour e dee inconnuee, ei ellee etaient 
donneee. 

Pour en faire usage , il faut d'abord determiner avec 
soin quelles sont les operations que Tenouce de la 
question renferme , soit explicitement , soit implicite- 
ment; mais c'est precisement en cela que consiste la 
difficuUe de mettre en iquation un probleme propose. 

Yoici quelques exemples pour montrer Fapplieation 
du precepte ci-dessus. J'ai choisi les deux premiers 
parmi les questions r^olues en Arithmetique , afin de 
montrer la facilite que Tdcriture algebrique apporte au 
developpement des enonces. 

1*^ Soient deux foniaines , dont la premiere , coulant 
eeule pendant 2^ 7, remplit un certain daeein, et dont 
la eeconde remplit le mime baeein en coulant eeule 
pendant S^|; comhien faudra*t-il de temps pour quHl 
soit remplipar les deux fontaines coulant h lafois ? 

St ce temps ^tait donn^ , on le yerifierait en calculant 
les quantites d'eau versees par chaque fontaine , et r^u 
nissant les resultats , on s*assurerait qu'ils composent la 
totalite de I'eau que pent contenir le bassin. 

Pour former Tequation , on designera par x le temps 
inconnu , et on indiquera sur x les operations ^nonc^es 
ci-dessus ; mais afin de rendre la solution ind^pendante 
des nombres donnes , et mcme d'abreger Texpression 
de ceux de Fenonce qui sont fractionnaires , on les re- 
pr^sentera^aussi par des lettres; on pourra ^crire a au 
lieu de ^^{etb au lieu de S^ f 

Cela pose , en prenant , oomme en Arithmetique , la 
capacite du bassin pour unite, on verra que 

La premiere fontaine qui le remplit seule en un nom- 
bre a d'heures, y verse , dans une heure, une quantite 

d'eau marquee par la fraction - , et que par consequent 

a 



^ I 
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elle foumira dans un nombre x d*heares la quantite 

1 X 

jr X - ou - (Arithm, 83). 

a a^ ' 

La seconde fontaine , qui remplit le mdme bassin en 
h d'heures , y verse , dans une beure , une quantite 

d*eau exprim^e par la fraction ^ ,et par consequent dans 

1 X 

unnombreird'heares,ellefournira la quantity jr x ^rOU^ . 

La quantite totale d'eau fournie par lea deux fontaines 
sera done 

X X 

et cette quantite devant egaler celle que contient le 
bassin, et qui a ete prise pour unite, on aura enfin 
I'equation 

X X ^ 

a h 

Cette equation , traitde par les regies precedentes , 
conduit a 

hx^ax:=zab , 

ah 

h-^a 

La demiere formule donne , pour r^soudre tous les 
cas de la question proposee, cette regie fort simple : 

Divisez leproduit des nomhres qui tnarquent le tempi 
que met chaque fontaine en particulier a remplirle iaeein, 
par la eomme de cee nomhres ^ le quotient marquera le 
temps qu'il /audra aux deux fontaines pour le remplir 
simultanement. 

En appliquant cette regie aux nombres de I'enonce , 
on a 
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aj X Oj — J X -f- — -g-, 

d'ou 

2° iSbi/ a wn nomhre a partager en iroU partieti, 
ayant entre elles les memeg rwpporU que lee namhree 
donnie m, n 0^ p. 

II est visible que la verification de la question se fe- 
rait comme suit : 

En designant par jr la !'• partie , on aurait 
»i : w :: X : la 2« parties — [Arithm. 1 16) , 

m : /? :: jr : la 3* partie= — ; 

m 

et reunissant les trois parties, il faudrait trouver le 
nombre a partager : on aura done Tequation 

nx px 
m m 

En reduisant tous ses termes au denominafeur m, 
elle deviendra 

mx'^nx'¥-pxz=:am, 
et on en tirera 

am 



Tti^n-i^p 



Ce r^sultat n'est que la traduction alg^brique de hi 
rvyle de eodeti (Arithm. 124); car en regardant les 
nombres m,n,p comme designant les mises des mar- 
chands, m+n-f-^ est la mise totale, a le benefice k 
partager , et Texpression 

xz=i mdique qu^une part e'obtient en mul- 

iipUant la mise correapondante* par le hinSfice total ^ 
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et en divisant le produit par la somme des tnUes , ce 
qai revient a la proportion 

la mite totaJe : une mise particulih^ 
:: legain total : augainpartieulier, 

15. La formation de I'equation da probleme suivant 
exige des observations particulieres qai ne se sont pas 
encore presentees. 

Un pieheur, afin d^encourager eonJiU, lui promet 
5 centimes par chaque coup de filet dans lequel il aura 
pris du poisson, mais aussi il remettra a sen pikre Z 
centimes pour chaque coup infructueux. Apres \% coups 
de filet, le phre et le file rkglent leur compte. Le premier 
doit au second 28 centimes* Comhien y a-t-il eu de coups 
de filet heureus? 

Si Ton repr^sente le nombre de ces coups par s, le 
nombre des coups infructueux sera 12 — x; et si ces 
nombres ^taient donnas, on les verifierait en multipliant 
5 centimes par le premier , poop* obtenir ce que le p^re 
doit donner au fils , et 3 centimes par le second , pour 
avoir ce que le fils doit remettre au pere : le premier 
nombre devrait surpasser le second des 28 centimes que 
le pere doit a son fils. 

On aura pour le premier nombre, sde fois 5 centimes 
ou 5jr. A regard du second nombre , il se presente une 
difficulte : comment obtenir le produit de B par 12 — x ? 
Si , au lien de ar, il y avait un nombre donne, on ef- 
fectuerait d*abord la soustraction indiquee, puis on 
multiplierait 2 par le reste ; mais pour le moment la 
cbose n'est pas possible , et il faut tacher d'effectuer la 
multiplication avant la soustraction , ou au moins de 
ramener le r^sultat a un ensemble de termes algebnques 
semblables a ceux que contiennent les equations qu'on 
sail resoudre. 

Avec un peu d'attention , on voit qu*en prenant 1^ 
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fois le nombre B , on repete 3 autant de fois de trop 
qu'il y a d'unites dans le nombre s, dont on aurait du 
prealablement diminuer le multiplicateur 12, en sorte 
que le veritable produit sera 

36 diminu^ de 3 pris x fois ou de 3ar, 
ou 36 — 3ar. N 

Gette conclasion pent se Terifier facilement, en don- 
nant a x des raleurs numdriques. Si , par exemple, 
or etait egal a 8 , on aurait 3 a prendre 12 fois — 8 fois , 
et si on negligeaitr— 8 fois, on mettrait dans le resultat 
8 fois de trop le nombre 3 ; le vrai produit serait done 

3x12 — 3x8=36—24=12. 

Ce resultat s'accorde avec celui qu*on obtiendrait en 
retranchant d*abord 8 de 12 ; car 

12 — 8=4 et 3x4s=12. 

Cela pose , puisque I'argent du par le pere a son fils 
est exprim^ par 5x, et que celui que le fils doit a son 
pere est exprime par 36-^3ir , il faut que le second 
nombre, retranche du premier , donne pour reste 28 ; 
mais encore ici nourelle difiiculte : comment retrancher 
36 — 3x de 3x , sans avoir soustrait d'abord 3jr de 36 ? 

On elude cette difiiculte en observant que si Yoh n^ 
gligeait le terme — &sf, et qa'on retranchat de ^sle 
nombre 36 tout entier, on aurait ndcessairement 6t^ 3ar 
de trop , puisque ce n'est qu'aprds avoir diminu^ 36 d6 
&r, qull faut le retrancher de 5jr. Ainsi , la difference 
Sx — 36 doit ^tre augmentee de &p pour former la 
quantity qui doit rester apres qu'on a 6te de 5jr le 
nombre exprime par 86— 3ar : cette quantite sera done 

5x — 36-h3x; 

et on aura I'equation 

5ar — 36-+-3j'=28, 



qui rerient sQCcesnTement a 

8x— 86=28, 

8x = 28-i-S6, 
8x=64, 

11 y a done en 8 coaps de filet henreux et A d'infrac- 
taeax. 

En effet , 8 eoups a 5 centimes, donnent 40 centimes , 
4 coups a S donnent 12 

difference 28 

oomme I'ezige I'^nonc^ de la question. 

Si on Youlait rendre la solution generate , on repre- 
senterait par a la somme que le pere donne a son fils 
pour chaque coup de filet henreux , par b celle que le fils 
rend a son p^re pour chaque coup de filet infructueux, 
par e le nomhre total de coups de filet , et par d ce que 
le pere doit a son fils apres ce nomhre de coups. £n 
d^signant toujours par or le nomhre de coups heureux , 
e — X serait celui des coups infructueux ; chaque coup 
de la premiere esp^e valant au fils une somme a, 
9 coups Yaudraienta x j^ ou ax^ et les coups infructueux 
yaudraient au pere la somme h^ multipliee par le nom- 
hre e — jr. 

Le raiscmnement par lequel on a trouve les parties 
dont se compose le produit de 8 par 13 — x, s'applique 
^alement au cas general. Si on neglige d'ahord— - jr 
pour former le produit ^c, de h par e tout entier , la 
somme h sera r^petee x fois de trop , et par cons^uent 
le T^ritahle produit sera be — bx^ 

Pour retrancher ce produit de la somme ax , il faut 
ohserver aussi , comme dans Texemple numerique, que 
si on retranchait la quantite be tout entidre, on 6terait 
de trop la quantity bx dont la premiere doit Stre dimi- 
nuee d'abord ; et que par consequent le Teritahle reste 
n'est pas seuleiuent ax — be, mais ax — be -4- bx. 
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Cette somme d^rant etre egale a d , Fequsition du 
probl^rae sera 

ax — be + bs^sL d, 
el donnera 

ox 4- 5dr = i2 4- be, 

d + be 

X = —. 

a + d 

Cette formule generale indiquant quelles operations 
il faat faire sur les nombres donnes a, b, c, d, pour 
obtenir Tinconnae x, on peat ou la tradaire en r^gle, on 
bien y ^crire a la place des lettres a ^b , c , d ,\es nombre^t 
donahs ; le dernier precede est ce qu'oa appelle tubstituer 
les yaleurs des donnees, ou mettre la formule en nombres. 
En y appliquant ceux de I'^xemple ci-dessus , il vient 

et en effectuant les operations indiquees , on a , comma 
plus haut , 

28 + S6 64 „ 

'=— 8— =T=®- 

Mithode pour effeetuer, auiant qu'tl est possible, les 
operations indiquies surhs quantitis reprisenMes par 
des lettres. 

16. La question precedente a fait yoir qu'il fallait, 
dans certains oas , d^omposer en multiplications par-< 
tielles une multiplication indiqu^e sur la somme ou la 
'difference de plusieurs quantites ; et dans le num^ro 1 1 , 
on a fait prMs^ment le contraire , en decomposant la 
quantity a^ — bx •{' ex, qui represente le resultat de 
plusieurs multiplications suivies d'additions et de sous- 
traetions, dans les deux facteurs a — b *{• c ei x, qui 
n'indiqueni qu'une seule multiplication prec^^e d'ad- 
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dition et de soastraction. Les raiaonneroens dont on s'est 
•ervi dans ces deux circonstances , penvent etre rMoits 
en regies ; et il en r^sultera , snr les qnantites repre- 
sentees par des lettres , des operations qa'on a appelees 
multiplication et division algebriques, par I'analogie 
qa'elles ont avec les operations de TArithnietique qui 
portent les m^mes noms. 

On a con9u , par la mSme analogie , deux operations 
algebriques qui portent les nonis ^addition et de toiu^ 
traction , et dans lesquelles on a pour but de r^nnir en 
une seule plusieurs expressions algebriques , ou de les 
retrancher Tune de Fautre ; mais ces operations, comme 
les precedentes , different de celles de TArithnietique , 
en ce que leurs resultats , n'etant le plus souvent que 
des indications d*operations a effectuer, ne prdsentent 
qu*une transformation des operations primitivement 
indiquees , en d'autres qui produisent le rodme effet. II 
arrive seulementy ou qu'on simplifie les expressions , ou 
qu'on leur donne une forme propre a manifester les 
conditions qu'il fant remplir. 

Pour expliquer ces operations , on appelle quantites 
fnonomes ou simplement monomes, celles qui n*ont 
qu'un seul terme, comme + ^a, — Zab, etc.-; binomes 
celles qui en ont deux, comme a-^b,a — b, 5a — 2jr,etG.; 
trinomes celles qui en ont trois , quadrinotneg celles qui 
en ont quatre , et en general polynomea les quantites 
compos^es de plusieurs termes. II est bon d*observer 
qu*on appelle aussi les monomes quantites ineomplexet » 
et les polynomes quantites complexes, 

De r addition *de'9 guantitdt algebriques. 

17. L*addition des quantites monomes se fait en les 
joignant par le signe + ; c*est ainsi que b ajoute avec a 
s'indique par a-^- b. Mais lorsqu'on se propose d*ajouter 
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ensemble des expressions algebriqaes , on a en mdme 
temps pour but de simplifier le resultat, en le reduisant 
au plus petit nombre de termes possible, par la reunion 
de plusieurs de ces termes en un seul. 

Cette reunion est celle qui a 6te effectnee dans les 
numeros 2 et 5, en reduisant la quantity ^ + or at 2jr, la 
quantity jr + x + x a Bjt. Elle ne pent avoir lien qu'a 
regard des quantites exprimees par les m6mes lettres , 
et qu*on appelle par cette raison quantitds wmhlables. 
On regarde la quantity litterale comme une unit^ qui se 
trouYe r^pet^e un certain nombre de fois ; c'est ainsi que 
les quantites 2a et 3a , considerees comme deux et trois 
unites d*une espece particuliere , forment , par leur ad- 
dition , 5a ou 5 unites de m^me espece. De mSme 4a3 
et So^ forment 9a^. 

Dans ce cas, Taddition s'opere sur les chifires qui pre- 
cedent la quantity litterale , et qui indiquent combien 
de fois elle est repet^e. Ces chiffres se nomment coef- 
Jiciens. Le coefficient est done le multiplicateur de la 
quantite devant laquelle il est place ; et il faut se rap- 
peler que lorsqu'il n'est pas dcrit , il est egal a I'unite ; 
car la est la meme cbose que a. 

18. Lorsqu'il s^agit de reunir des quantites quel- 
conques , comme 

4a + S^ et 2e + My 

le total doit kive eyidemment compost de toutes les 
parties ajoutees ensemble : il faut done ecrire 

4a + K5 + 2o + Id. 

Si Ton avait au contraire 

4a + 53 et 2c — 3rf, 

il faudrait, dans la somroe, ecrire avec le signe — , 
ou indiquer comme soustractive , la quantite 3<f > qui , 
devant etre retrancbee de ^, diminuerait n^cessai- 

3 
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rement d'autant la somme qu'on formerait en reams - 
sant %f avec la premiere dea qaantit^s propos^es ; et 
Ton aiirait 

Ges deux exemples font Yoir que Vaddition algShrique 
dea polynomes s'effectue en ecrivant a la suite lee unes 
dee autree , avec.leure eigne e, lee quantitee qu'ilfaui 
ajouter, et en obserimnt que lee termee qui ne eontpr^idee 
d'ducun eigne, eont eeneie avoir le eigne + • 

L'operation ci-dessus n'est, a proprement parler, 
qu*atre indication par laquelle la reunion de deux quan- 
tiles complexes est ramenee a I'addition et a la sous- 
traction d'un certain nombre de quantit^s nSonomes ; 
mais si les expressipns a ajouter contenaient des termes 
semblables , on pourrait reanir ces termes en op^railt 
immediatement sur leurs coefficiens. 

Soient , pour exempJe , les expressions 

%a — %c^hd, 
16 + e — e; 

la somme indiquee sera , d'apr^s la regie precedente , 

4a + 93 — 2c + 2a — 3c + 4i + "/^ +, ff — ^. 

Mai» les termes 4a et + 2a , etant formes de quantites 
semblables , se reanissent en un seul egal k 6a. 

De m^me les termes + 9^, + T^donnent 163. 

Les termes — 2c et — ^ 3c, tous deux soustractifs , pro- 
duisent dans le total le meme effet que la soustraction 
d'une quantite ^gale a leur somme , c'est-a-dire que la 
soustraction de ^c ; et comme , en vertu du terme + c, 
on aura d*une autre part a ajouter c^ il restera seule- 
ment a retrancher 4c. 

La somme des expressions proposees sera done ra«- 

men^e a 

6a + 163 ^ Ae + Jkd — e, 



19. La derni^re operation pratiqn^e ci-dessas , et par 
laquelle on reanit tous les termes semblables en an 
seul, quelque signe qu'ils aient, se nomme rkduc^ 
tion, Elle 4'effectue enfaUant la somme de* quanHUs 
setnbfables affectie$ du signe + , eelle des quanfiUs 
semblables qffectees du signe — ; puis en retranchant 
la plus petite de ces deux sommes de la plus grande, et 
donnant au reste le s^ne de la plus grande, 

II est a remarquer qo^Ia redaction s'appliqofi atoatet 
les operations algebriques. 

Voici , pour exercer le lectear , quelques exemplet 
d*additi(yns avee leurs r^sultats. 

V Ajouter les quantites 

Za +9«-— llt»+ 2lr 
^p — Am + 8» 
lln — 2^ — m^— ^ 4- # 

resultat 7w + 3w — Up + 17r + 3a + 9« — 11m + 2r 
+ 6/? — 4m + 8» .+ lln — 25 — m — r + *. 

Faisant la reduction, cette quantity se change en celle-ei 

— 9m + 51?»— J!p t IQr + ?«— ^ + ** 
QU 31n^9m— 9i?.4:,18r + 8fl|~2A + #, .,] 

en 9omnien9ant par un terme qui ait le signe 4* . 
2^ Ajouter les qoai^tit^ 

113^ + lMd — S(ic 4- iod 
8ac + Ibc — fliad 4- Amn 
%id — 3a5 4- ^c 4- a» 
9an — 25tf — 2afi4-8crf 

r^anUat \\ic + 4642— 8a« 4- ^<^ + &14 -{-Ihc-^tad 
4- Ayin 4- 2crf — hah 4- '^wkt 4- an .4- 9a» — 2^ 
— %[ii + 5erf. '» . 

En reduisant cette quantity , elle derient 

\%bc + 8ac 4- 12oi2 + 4mn — lab 4- lOan. 
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Lh la Motuiraction det quantites algehriques. 

20. La soastraction des monomes 8*indique, ainsiqu'oit 
en est conyena , en pla^ant le signe — entre la quantite 
a soustraire et celle dont on la soastrait* 

h soustrait de a, s'eerit par a — b. 

Lorsque les quantites sont semblables , la soastraction 
8*op^re immddiatement sar les coefficiens. 

Si de 5a on retranche Za , il vient poor reste 2a. 

A regard de la soastraction des polynomes , il fant 
distinguer deux cas. P Si la quantite a soustraire a tons 
ses termes affectes du signe + , il faut ^demment leur 
donner le signe — , puisqu'on doit retrancher successi- 
Tement tontes les parties de la quantite a soustraire. 

Si, par exemple, de 5a — db + 2<?, on veut 6ter 
2i + Ze -jr kfy il faudra ecrire 

gfl _ 9^ + 2<? — 2J— 3<? — 4/. 

2° Si la quantite a soustraire a des termes affectes 
du signe — , il faut leur donner le signe + . En effet, si 
de la quantite a, on voulait 6ter b — c, et qu'on ecrivit 
d*abord a — b, on aurait diminue ainsi a de la quan- 
tite b tout entiere ; mais la sous traction ne devrait s*ef- 
fectuer qu'apres avoir diminu^ prealablement b de la 
quantite c : on a done 6te de trop cette derniere quantite, 
qu'il faut par consequent restituer avec le signe + , ce 
qui donnera pour le vrai resuUat , 

a — b^c, 

• 

Ce raisonnement , qu'on pent appliquer a tons les cas 
semblables, montre que le signe — de ^ a du 6tre chang6 
en + ; et en rapprochant ce resultat du precedent , on 
conclura que la Mustraction des quantites algebriques 
s^effectue en icrivant , a la suite de la quantite dont on 
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veiU soustraire une autre, tetU autre ^ aprhe en avoir 
chang^ lee signee -^ en — ^ etlee eignee — en^^ 

Lorsqu'on a icrii le r6sultat que donne d'abord la 
regie enoncee- plas haut , on y fait , s'il y a lieu , des 
reductions conformes au precepte du nnmero 19, ainsi 
qu*on le Vibit dans les exemples suirans : 

l** Soustraire de 1 la + ^m—U— ic-^- 28<f 
la quantity. . . . .51a — Tib +110 — Ad. 

Resultat 17a+2m— 93 — 4o+23<f 

— 5la-+.27*— ll£r+4i. 

Operant la reduction , cette quantite devient 

— 8-ia+2m+183 — 18c+27rf, . 
ou bien 

2m— 34a+lW -r- 15c+27i. 

2* Soustraire de ^ac — 8ai + 9^c — Aam 
la quantite. . . ^ Qam — ^ah-^-llae — 7cd, 

Resultat. • • . Sac — Sab-^-^bc — Aam 
— 8am + %ib — llae-\-lcd. 

Operant la deduction , il vient 

— 6ae — 6ab +dbc — 12am + 7erf, 
ou 9^ — Qac — Qab — ]2am + 7c(f. 

De la multijdication des quuntitee algebriques. 

21. Tant qu'on n'en visage dans les lettres que les 
valours numeriques des quantites dont elles tiennent la 
place , on doit se former de la multiplication alg^brique 
la mime idee que. de la multiplication aritbmetique 
(Arithm* 21, 74). Ainsi, multiplier a parh^ c'eet com- 
jfoeer avec la quantity representee par a, une autre 
quantity, de la mSme maniere que la quantity representee 
par b l^sst avec I'uniti, 

On a deja fait connaitre, dans les numeros 2 et 7, les 
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ugaes dont on eit convenu pour indiquer la mnltipli- 
cation $ ^t le prodnit de a par h s^i6c)irait en cons6- 
qaence soit par axb, (m par a. ^, on enfin par ai^ 

On a le plas souvent besoin d'indiqner plnsieurs 
muliipUcationa snccessives , comme celle de a par h , 
pnis da prodnit ab par c, pnia deoe dernier prodnit 
par d, et ainsi de suite. Dans ce cas, il est Evident que 
le dernier resultat est un nombre ayant ponr facteurt 
les nombres a, h^ c, d {Arith, 22) ; et en generalisant la 
derniere des conventions rappelees ci-dessns , on in-' 
dique ce produit en Scrnvant h la suite Vun de Vautre, et 
sans aucune interposition de signe, lesfaeteurs dont il 
est forme ; on a de cette maniere I'expression abed. 

R^ciproquement , toute expression telle que ahcd, 
formee de pluBienrs lettres i^crites immediatement a la 
suite les unes des autres , designe toujours le produit 
des nombres representes par ces lettres. 

J*ai deja fait tacitement usage de ces conventions , 
dans lesquellfeis les coefficiens numeriques sent anssi 
compris , puisqu*ib sont evidemment facteurs de la 
quantite proposee. £n effet , X^alfcd, designant la quan- 
tite abed prise 15 fois, exprime aussi le produit des cinq 
facteurs 15, a, b, e, d» 

22. 11 suit de la que pour indiquer la multiplication 
de plnsieurs raonomes, tels que ^ahe, ^def,hmn,\\ 
faut ecrire ces quantites a la suite les unes des autres , 
sans interposition de signe , et il viendra 

Uahc^defZmn; 

mais coinme on a fait voir en Arithmetique , n*" 70 , 
qu'on pouvait intervertir comme bn voulaitTordre des 
facteurs d'un produit, sans que la valeur de ce proddit 
chailg^e&t; on profite de cette cirbonstance pour rappro- 
cher les facteurs numeriques, dont la multiplication 
pent s'effectuer par les regies de TArithmetique : on 



coii9oit done le produit eomme indiquii dans I'ordre 
^»^,&abcdefinn; et efiectuant la multiplic^tidn des nom- 
bres -4, 5, 8, on aura seulement 

QOahcdefmn (*). 

23. L'expression d'uD produit s'abr^ge beauconp lors- 
qu'il contiiBnt des faeteurs ^gaux. An lieu d'^erire plu- 
sieurs fois de suite la lettre qui represente un de ces 
faeteurs, on ne la met qu'une fois, et on marque par un 
nombre comhien defois elle aurait dH itre ecrite comme 
fact&ur] mais paree que ce nombre indique des multi- 
plications successiTes , il doit 6tre soigneusement dis- 
tingue du coefficient , qui n'indique que des additions ; 
c'est pourquoi on le place a la droite de la lettre , et un 
pen au-dessus, tandis que le coefficient est toujour^ 
ecrit a la gauche de la lettre et sur la meme ligne. 

D'apres cette convention , le produit de a par a, qui 
serait indique , suivant le numero 21 , par aa, devi^ht 
a^. Le 2 superieur marque que le nombre desi^n^ |)ar 
la lettre a est deux fois facteur dans Texpressioii pi'O- 
posee , qu'il ne faut par cons^uent pas confon^re avec 
2a, qui n'est que Fabreviation^ de a-f a^ Pour bien sen- 
tir Ferreur que Fon commettrait en prenant Fune pour 
Fautre, il suffit de substituer des-nombres aux lettres. Si 
Fon avait, par example, a =: 5,2a deYiendrait2.5=10^, 
et a^ = a X a = 5.5 = 25. 

£n continuant cette marche , on verra que pour de* 



(*) L'usage des symboles alg^brlques abr^geant beaucoup la 
demonstration de cette proposition, J'ai cru devoir la rappeler ici 
au moyen de ces symboles. 

Si I'on ^crit le produit nbce^e/* comme il suit : n&c y^de y^f, et 
qu'oQ chflhge Tordre des deux facieurs du produit de poui avoir 
ed (Ariihm^ 27), il viendra (Ac X <^^ X /'ou ahcedf. 11 est Evident 
qu'onpourra, par de nouvelles decompositions, amener tel change- 
ment qu'on voudra dans I'ordre des faeteurs du produit propos^. 
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signer an produit dans lequel a serait trois fois facteur, 
il faadrait ecrire a'^ au lieu de aaa ; de m^me a^, Equi- 
valent Ae aaaaa, reprdsente un prodoit dans lequel a 
est cinq fois facteur. 

S4. Les produits formes ainsi par des multiplications 
successives d'une quantite, sont appeles en general 
puissances de cette quantite. 

La quantite elle-meme , ou a, se nomme la premiere 
puissance. 

La quantite multipliee par elle-m6me , ou oa , ou 
bien a"", est la seconde puissance , qu'on appelle aussi 
Is quarri^ 

La quantite multipliee deux fois de suite par elle- 
m^me^ ou aaa, ou bien a^, est la troisi^me puissance, 
qu'on appelle aussi cube (*). 

£n general , une puissance quelconque se designe 
par le nombre de factears egaux dont elle est form^e : 
a^ ou bien aaaaa, est la cinquihne puissance de a. 

Pour montrer Fapplication de ces denominations , je 
prendrai le nombre 3, et j'aurai 

1'* puissance 8 

2« 3.3= 9 

3« 3.3.3= 0.3=27 

4« 3.3.3.3 = 27.3=81 

5- 3.3.3.3.3 = 81.3=243 

etc. 

Le nombre qui marque la puissance d'un autre se 
nomme exposant de cet autre* 



(*) Les denominations de quarrS et de cube, tenant k des con- 
siderations g^om^triques , et rompant I'uniformite dans ia nomen- 
clature des produits formes par desfacteurs ^gaux, sonttr^s im- 
propres en Alg^bre ; mais on les emploie fr^quemment a cause de 
leur bri^vet^. 
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L'exposant, lorsqu^il est egal a runite, ne s'^crit 
point : a est la m£me chose que a'. 

On voit pap ce qui pr^c^de , que , pour former unt 
puis9anee d^un nomhre , ilfaut multiplier ce nomhrepar 
lui-mhne unefbie de moine qu'il n'y a d'unitee dans 
Vexpoeant de la puieeance. 

25. Puisque Texposant marque le nombre de facteurs 
^aux qui torment I'expression dont il fait partie , et 
que le produit de deux quantites doit avoir pour fac- 
teurs tous ceux qui ferment chacune de ces quantites , 
il s'ensuit que Texpression a^^ dans laquelle a est 5 fois 
facteur , multipli^e par I'expression a^, dans laquelle « 
est S fois facteur, doit donner un prodnit dans lequel 
a soit 8 fois facteur, par consequent exprime par a^, 
et qu'en g^n^ral le produit de deux puiseances du mime 
nombre doit avoir pour exposant la eomme de ceux du 
multiplicande et du multiplicateur. 

26. II suit de la que lorsque deux mqnomes ont dee 
lettree communes, on peutabreger V expression du produit 
de ces quantitds , en ajoutant tout de suite les exposans 
des lettres semblahles du multiplicande et du multipli- 
cateur. 

Par exemple , Texpression du produit des quantites 
a^b^c et a^b^c^d, qui serait a^b^ca^b^c^d , suivant les con* 
ventions du num^ro 2 1 , s^abrege en assemblant les fac-^ 
teurs designes par la meme lettre , ce qui donne 

a^a^bH^cc^'d , 

d*ou Ton conclut 

aH^cH, 
ca ecrivant 

a^ au lieu de a'^a^^ 
b^ au lieu de bH^,. 
(^ au lieu de cc^ ou de i?'<?\ 



•43 &L&1IBN8 

^7« De mSnie qu'on distingue les piiissances par le 
nombre de faeteurs 6gajix dont elles sont formees , on 
classe ai^ssi les prodaits quelconqaes par le nombre des 
faeteurs simples on premiers qui les ferment ; et je don- 
nerai a ces classes le nom dede^res^ Le produit a'^b'^c, 
par exemple , sera du 6' degre , parce qu'il renferme 
6 faeteurs simples , savoir : 2 faeteurs a, S faeteurs h et 
1 facteur c. II est evident que les faeteurs a,^ et c, re- 
gardes ici comme premiers , no le sent qu'^u 6gard a 
I'Algebre^ qui ne permet pas de les decomposer ; mais 
ils peuyent representer d*ailleurs des nombres compo- 
ses : il ne s'agit ici que de leur etat general (*). 

Les coefficiens exprimes en nombres ne comptent 
point dans Festimation du degre des quantites algebri- 
ques ; on n'a egard qu'aux lettres. 

II est evident (21, 25) que lorsqu'on multiplie deux 
monomes Tun par Tautre , le nombre qui marque le 
degre du produit est la somme de ceux qui marquent 
le degre d^ chacun de ces monomes. 

28. La multiplication des quantites complexes se ra- 
mene a celle des quantites tiaonomes , en consid^rant k 
part chaque terme du multiplicaude et du multipliqa- 
teur, de m6me qu'en Arithmetique , on opere en parti- 
culier sur chaque chiffre des nombres cp'on se propose 
de moltipliier ( Aritkm. S3 ) ; la reunion des prod nits 
partiels compose le produit total : mais FAlgebre pre- 

(*) Par une suite de I'analogie indiqu^e dans la note de la page 
40, on appelle commun^ment dimensions ce que je nomme degr^s. 
L'expression rapportee ci-dessus aurait, dans le langage ordinaire, 
6 dimensions. Get exemple prouye bien I'absurdite de I'ancienne 
nomenclature , ^tablie sur ce que les produits de 2 oil de 3 fae- 
teurs mesurent les aires des surfaces et les volumes des corps , qui 
ont deux ou trois dimensions ; mais passe ce terme , la correspon- 
dence entre les expressions algebriques et les figures geometriques 
cesse y puisque Tctendue ne peut avoir plus de trois dimensions. 



•ente one circpnstance qui ne se trouve pas dans les 
nombres, Cenx-ci n'ont point de tenn'es a retranch^, 
on de parties soustractires : les unit^ , dizaines , cen» 
taines,etc., qui les forment> sont toujonrs censees ajou- 
tees entre elles ; et alors il est bien ^yident que le pro- 
duit total doit se former de la somrae des produits de 
chaque partie da multiplicande par chaque partie du 
multiplicateur. 

li en est de meme lorsqu'il s'agit des expressions lit- 
terales dont tous les termes sont assembles par le 
signe + . 

Le prodttit de a + ^ 
multipli^ par e 

est ac + be, 

et s'obtient en multipliant chaque partie du multipli- 
cande par le multiplicateur , et en ajoutant les deux 
produits partiels ac et be. Si le multiplicande contenait 
plus de deux parties, I'operation serait toujours la m^me. 

Lorsque le multiplicateur est la somme de plosieurs 
termes , il est visible que le produit se compose de la 
somme des produits du multiplicande par chaque ternie 
du multiplicateur. 

Le produit de a -^ b 
multipU^ par e-^ d 



est 



ae-\-bc 
•\-ad-\-bd; 



car en multipliant d'abord a •^ b par e, on obtient 
ac-\-bc, puis eU multipliant a + ^ par le second terme d 
du multiplicateur ) on trouve ad + bd, et la somme de 
ces deux resultats donne ac + be -^ ad -^r bd pour le pro- 
duit total. 

29. Lorsque le multiplicande contient des parties 
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soustractives, les produits de ces parties par le multipli> 
cateur doivent Sire retranch^ des autres , c'est-a-dire 
affectes da signe — • Par exemple , 

le produit de a — h 
multiplid par c 



est ae — 6c; 

car chaque fois qu'on prendra tout entiere la quantite a, 
qui aurait du ^tre diminuee de b avant la multiplica- 
tion, on prendra de trop la quantity 5; le produit etc, 
dans lequel a tout entier est pris autant de fois que le 
marque le nombreir, surpassera par consequent le pro- 
duit cherche , de la quantite b prise autant de fois que 
le marque le nombre c, ou du produit be : il faudra 
done retrancher be de ae, ce qui donnera^ comme ci-> 
dessus , 

ac — be» 

Le meme raisonnement s*appliquerait a chacune des 
parties soustractives du multiplicande , quel qu'en fut le 
nombre, et quel que fut celui des termes du multipli- 
cateur, pourvu qu'ils fussent tons affectes du signe + . 
En observant que les termes qui n*ont pas de signe sont 
censes avoir le signe + , on voit par ces exemples que les 
termes du multiplicande , affectes du signe + , donnent 
un produit partiel affecte du signe + , tandis que ceux 
qui sont affectes du signe — , en donnent un affecte du 
signe — , II suit de la que lorsque le muUiplicateur par- 
tiel a le signe + ^ le produit parliel a le mSme signe que 
le muUiplicande parti eL 

30. Le contraire a lieu quand le multiplicateur con- 
tient des parties soustractives ; les produits formes par 
ces parties doivent etre pris avec un signe contraire a 
celui qu'ils anraient, d'apres la regie precedente. On 
s'en convaincra par Texerople suivant. 
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Soit le multiplicande a — h 
le muliiplicateur c — d 



loproduit«oraj_2^j^. 



car le produit du multiplicande par le premier terme e 
du multiplicateur sera, par Texeraple pr^c^dent, ac — he; 
mais en prenant c toat entier pour multiplicateur , an 
lieu de e diminue de d, on prend la quantity a — h au- 
tant de fois de trop que le marque le nombre d; ainsi, 
le produit ac — he surpasse celui qu'on cherche, du 
produit de a — h par £?. Or ce dernier est , par ce 
qui precede, ad — hd; et pour le retrancher du pre- 
mier , il faut en changer les signes (20) : on aura done 
ae — he — ad-^-hdipoxa le resultat demand^. 

Sl.Enresumant les consequences des exemples ci- 
dessus , on en conclura que la multiplieation des poly- 
names %'effeelue en muliipliant success ivement, selon les 
regies donnies pour les monomes (21 — 26) , tous les ier- 
mes du tnultiplieandepar chaque terme du mulitplieateur, 
et^en ohservant que si le multiplicaieiir partiel a le si- 
gns -f , U produit partiel doitapoir le mime signs que Is 
multiplicande partiel , et le eigne contraire, site multi- 
plicateur partiel a le signs — • 

Si Ton developpe les dififerens cas de cette derniere 
regie, on trouverar, 

\^ Qu'un terme ay ant le signe +9 multiplie par un 
terme ayant le signe + , donne un produit qui a le 
signe + ; 

2® Qu*un terme- ayant le signe — , multiplie par un 
terme ayant le signe + , donne un produit qui a le 
signe — ; 

8<* Qu*un terme ayant le signe + , multiplie par un 
terme ayant le signe — , donne un produit qui a le 
signe — ; 
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4* Qa*an tenne ayant le si^e — , mnltiplij par on 
terme ayant le signe — , donne un prodmt qui a le 
eigne +- 

Ce tableau fait voir qne larsqve U muIfijpUeande ei le 
fnuliiplicateur partieU ont le mime eigne, leproduil a le 
eigne 4- , ei que e'ile ant dee eignee differene^ le produit 
ale eigne — • 

Afin de faciliter la pratique de la maltiplication des 
polynpmes , Yoici la recapitulation des regies qa'il faat 
soiyre dans cette operation. 

l** DSterminerle eigne de chaque produit partiel , d^a- 
pree la regie ci-deeeue : c'est la regie des^signes. 

2® Former le coeffieieht, enfaieafd le produit de eeux 
du m^ultiplicande et du multipJicateurpartiele (22) : e'est 
la regie des coefficiens. 

S® Eerire a la euUe lee unee dee autree toutes lee leitree 
diffSrentee, eontenuee dane le multiplieande et done le 
multiplicateur partiele (21) : c*est la regie des lettres* 

4^ Donner au9 leitree communee au muliipUetUide et 
au multiplicatet^^ partiele , un expeeant igtd a la eomme 
de eeux qu'ellee ont dane ee multiplieande ei dane ce mul^ 
tiplicateur (2S) : c^est la r^gle des exposans. 

S2. L'exemple ci-dessoas ofire Tapplication de toutes 
ces regies : 

Multiplieande 5a4— 2^3^ + 4a**» 
Multiplicateur a^ — Aa^B + 2^' 

/ 8a7 — 2a«^ +4a^3* 

Produits _^^^,^ +8a^*"-16a4*B 

partiels ( ^.iOa4*3— 4a5*4 + 8a^^^ 



Re8ultatreduit5a7-22afi^+12a^3»— 6a4^5— 4a3^44.8a»^*. 

La premiere ligne des produits partiels coutientceax: 
de tous les termes du multiplieande par le premier terme 
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0^ du mnUiplicatear ; ce terme etant cense avoir 1e 
s>gne+9 lesproduits qu'il donne ont les monies signes 
que les termes correspondans du multiplicande (81). 

Le premier terme 5a4 da multiplicande ayant- le 
Bigne-f , on n'ecrit pas celui du premier produit partid, 
qui serait aussi + ; le coefficient 5 de a^ etant multiplie 
par le coefficient 1 de a^, donne 5 pour celui du produit 
partiel; la somme des d^x exposi^ns de la lettre a 
est 4 + S on 7 : le premier produit partiel est done 5a7. 

Le second terme — ^a?h du multiplicande ayant le 
signe — , le produit a le signe — ; le coefficient 2 de 
Q^h^ multiplie par le coefficient 1 de a^^ donne 2 pour 
coefficient du produit; Texposant de la lettre a, com- 
mune aux termes qu'on multiplie, est B + 8 ou 6 , et on 
ecrit a la suite la lettre h, qui ne se trouve que dans le 
multiplicande partiel : le second produit partiel est done 
— ia«^. 

Le troisi^me terme + ka'^h^ donne un produit partiel 
affect^ du signe + , et par les regies appliquees aux 
deux termes pr^c^dens , on trouve + 4a^3'. 

La seconde ligne contient les produits de tons les 
termes du multiplicande parle second terme — 4a^^ du 
multiplicateur ; ce dernier ayant le signe — , tons les 
produits qu'il donne doivent avoir des signes contraires 
a ceux des termes correspondans du multiplicande : les 
coefficiens , les lettres et les exposans se forment comme 
dans la ligne precedente. 

La troisieme ligne enfin renferme les produits de tons 
les termes du multiplicande par le troisieme terme + 2^^ 
du multiplicateur ; ce terme ayant le signe + , tons les 
produits qu'il donne ont le m^me signe que les termes 
correspondans du multiplicande. 

Apres avoir forme tons les produits partiels dont se 
compose le produit total, on examine attentiveraent ce 
dernier, pour voir s'il ne renferme pas des termes sem- 
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blables. Lonqa*il enoffire de tek, on let redoit, smTanl 
la i^gle da numero 19 , en obserrant qne deox termes, 
ponr dCre aemblablet, doiTent contenir non senlement 
les m^raet lettres , mail encofe affiBctees des meme* ex- 
posani. Dans Texemple ci-denos, il y a trais rednc- 
tiont , saroir : 

— %i^b et — 20a^3 , ceqnidonne — ^%iH; 
4- Xa^b"" et 4- 8a^3', ce qoi donne + ]2a^5* ; 
— 16a4ft'et + 10a43*, ceqnidonne — 6a4^'. 

Cea reductions etant efiectnees, on a poor resnltat la 
demiere ligne de Fexemple. 

Voici encore , pour exercer le lecteor, un exerople 
de multiplication , qn'il est facile d'effectu^ d'apres ce 
qui precede. 
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3S. Les procedes de la multiplicatioii font voir que 
si tous les termes du multiplicande sont da meme de- 
gre (27), et que ceux du roultiplicateur soient aussi du 
meme degre, tous les termes du produit serout du degre 
marque par la somme des nombres qui d(Ssignent le 
degre des termes de chacun des facteurs. 

Dans le premier exemple , le multiplicande est du 
quatrieme degre, le multiplicateur du troisieme ; le pro- 
duit est du septieme. 

Dans le second exemple , le multiplicande est da 
sixieme degre , le multiplicateur du troisieme ; le pro- 
duit est du neuvieme. 

Les expressions comme celles qu'on vient de rappeler, 
dont tous les termes sont du meme degr^, se nomment 
expressions homogenes; et la remarque qu'on a faite sur 
leurs produits , est utile pour prevenir les erreurs qu'on 
pourrait commettre en oubliant quelques-uns des fac- 
teurs dans les multiplications partielles. 

S-4 . Les operations algebriques effectuees sur des quan- 
tit^s littdrales , laissant voir comment les diverses par- 
ties de ces quantites concourent a la formation des re- 
eultats, font souvent connaitre des propri^tes generales 
des nombres, independantes d'aucun systeme de nume- 
ration. Les multiplications ci-apres conduisent a des 
consequences de ce genre , tres remarquables et d'une 
application frequente dans la suite. 



^ 



a — h 


» 


b'ai.6Ibri. 


a + & 
a '{• b 


a> + ab 
~^ab—b^ 


a» + a3 
+ aiJ+ b^ 


a> — b^ 




o» + 2a5+** 


\ 


+ 


a5 + 2a»^ + a^' 
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a3 4.8a'^ + 8a^»+^'. 

La premiere, de laquelle il resulte quo la quantity 

<i'\-h multipliee par a — 3, donne a' — b"^, fait voir que 

H Von multiplie la somme de deux nomhres par leur dif- 

firence, le produit eera la difference dee quarr^e de cee 

nombree. 

Si Ton prend, par exemple, la somme 11 des nombres 
7 et 4 , qu'on la multiplie par la difierence S de ces 
nombres, le produit 3 x 11 ou 33 sera egal a la dijQi^- 
rence entre -49, quarre de 7, et 16, quarre de 4. 

Par le second exemple , dans lequel a -f & est deux 
fois factenr, on apprend que la eeconde puieeance , ou le 
quarre, d'une quantM composke de deux parties , a et b, 
eontieiptle quarre de la premiere pariie , plus le double du 
produit dela premiere partie par la seconde^ plus le 
quarri de la seconde, 

Le troisieme exemple, ou Ton a multiplie la seconde 
puissance de a + 5 par la premiere, montre que, la troi- 
sieme puissance , ou le cube , d'une quantite composes de 
deux parties , renferme le cube de la premiere, plus trois 
/bis le quarre de la premiere multiplie par la seconde , 
plus trois fois la premiere multipliSe par le qiuirre de la 
seconde, plus enfin le cube de la seconde • 
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S5. Gomme il est souvent necessaire de decomposer 
une quantite dans ses facteurs, et de laisser toujours en 
evidence, le plus qfi'il est possible, la formation des 
quantitds que Ton considere, on n'effectue les operations 
algebriques que lorsqu'on ne peut s'en dispenser abso- 
lument ; et il faut , pour cette raison , etablir des signes 
propres a indiquer la multiplication entre des quantit^s 
complexes. 

On se sert a cet effet de parentheses ou crochets , 
entre lesquels on renferme les differens facteurs du pro- 
duit indique. L'expression 

(5^4 — - 3a'*' + ^4) (4a*' —ac^ + d}) (*' — c% 

par exemple, indique le produit des quantit^s complexes 
5a4— 3a'*' + M, 4a*' — ac' + cZ^ et *» — c\ 

Quelques auteurs deja un peu anciens ont mis des 
barres au-dessus des facteurs, comme on le voit ci- 
dessous : 



5a4 — 3a'*' + *4x4a*' — ac' + cZ^x*' — C; 

mais les barres pouvant ^tre prolong^es plus ou moins 
qu'i] ne faut , ce signe est moins precis que les paren- 
theses, qui ne laissent jamais d'^quivoque sur la totalite 
des quantites comprises dans chaque facteur : aussi 
ont-elles prevalu. 

De la division des quantitis algebriques, 

36. La division algebrique doit ^tre consideree, ainsi 
que la division arithm^tique, comme une operation ser- 
vant a decouvrir Fun des facteurs d'un produit donn^ 
lorsqu'on connait Fautre. D'apres cette definition, le 
quotient, multiplie par le diviseur, doit reproduire le 
dividende. 

En appliquant ces notions aux quantites monomes ^ 
on Terra, par le n® 21 , que le dividende est forme des 



&cCears ,du diviseur et de ceux da quotient; done, eh 
*upprimant dant le dividende ton* hsfacteurs qui com- 
ponent le divieeur, le rieultat eera le quotient recherche. 

Soit , par exemple , le monome l^a^^c'^d a diviser 
par le monome ^aHc^ ; il faut , suivant la regie enoncee 
ei-desNis, supprimer dans lapremiere de ces qoantites, 
les facteurs de la seconde , qui sent 



9, a}, h et 



»a • 



il faut done, pour que la division puisse s'effectuer, que 
ces facteurs soient dansle diyidende* En lesprenant par 
ordre, on voit d'abord que le coefficient 9 da diyiseur 
doit etre facteur du coefficient 72 da dividende, on que 9 
doit diviser exactement 72 ; c'est ce qui a lieu en effeti 
puisque 72=^ 9 x 8 : en supprimant done le facteur 9 , 
il restera le facteur 8 pour coefficient du quotient. 

II suit encore des regies de la multiplication (25) , 
que Fexposant 5 de la lettre a dans le dividende , est la 
somme des exposans qu'elle a dans le diviseur et dans 
le quotient ; ce dernier exposant sera par consecpien^ 
la difference eijtre les deux aiitres, ou 5 — 3=2 : ainsi 
la lettre a aura, dans le quotient , Fexposant 2. Par la 
m6me raison, la lettre h aura, dans le quotient, un ex- 
posant ^gal a 3 — 1, ou 2. Enfin le facteur e"* etant 
commun au dividende et au diviseur, doit ^tre suppri- 
me ; et Ton aura par consequent. 

pour le quotient demand^. 

On raisonnerait de meme sur tout autre exemple ; et 
on conclura de ce qui precede , que , pour effectuer la 
division des quantites monomes , ilfaut diviser le coeffi- 
cient du dividende par celui du diviseur^ 

Supprimer dans le dividende les lettres qui lui sent 
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communes avec l» iiviseur, Iorsqu*elIes oni le mhne 
€spo»ant^ et larsque Texposqnt n'eMt pas h mSms, re^ 
trancher Vexposant iu divissur de eelui du dimdends, 
le rests etant Vesposant qus doit asoir la leitre dans Is 
quotient} 

Enfin eerire au quotient les lettrss du dioidendo qui 
no sent pas dans le divissur » 

27. En appliqaant la rdgle donnee ci-dessm pour 
former I'exposant des lettres da qaotient , a ane lettre 
qui aarait le mdme exposant dans le dividende et dan* 
le diyisenr, on troarerait zero poor I'exposant qn'elle 
derrait avoir an quotient : a^ dirise par a^, par exemple, 
donnerait a*. Ponr savoir ee que pent signifier une pa* 
reille expression , il fant remonter a son ori^ne, et con- 
siderer qne, repr^ntant le qaotient de la dirision deja 
quantity a^ par elle-mSme, elle doit repondre a Tonite, 
qni marqae combien de fois one qnantite qaelconqoe se 
contient elle-m^me. II suit de la que Vespression a**- sst 
un symhole Equivalent a Vuniti, et qu'ow doit rm- 
placer par consequent par 1. On pent done se dispenser 
d'ecrire les lettres qui ont z^ro ponr exposant , pais- 
qu'alors ebacane d'elles ne represente que ronite. Ainsi, 
a^hc^ divise par a^hc^ , donnant a^h^t^, revient a a, 
comme on pent aussi s'en assurer en effectuant la sup- 
pression des facteurs commons au diyidende et au di- 
viseur. 

On Toit par la que cette proposition : Touts ^uantito 
qui a zSro pour exposant ^ vaut alors 1 , n'est , a pro* 
prement parler, que Texplication d'un r^suUat auquel 
conduit la convention faite sur la maniere d*^crire ^es 
puissances des quantites par les exposans. 

Pour que la division puisse s'effectuer , il faut !• que 
le diviseur na renferme aucune lettre qui ne se trouve 
dans le dividende ; 2« que I'exposant des lettres , dana 
le divfceur, ne surpasse point celui qu'elles ont dan^ le 



divideode; S* enfiB, que le coefficient du diyiseur dmse 
exactement celui da- diyidende. 

38* Lorsque ces conditions n'ont pas lieti, la division 
ne pent que s'indiqner sons la forme d'ane fraction , 
d'apres la convention du numero 2 ; et il faut chercher 
ensuite a simplifier cette fraction , en sapprimant les 
factenrs qui sont communs en memo temps au divi- 
dende et au diviseur, s'il y en a de tels ; car [Arithm, 57) 
il est visible que les principes sur lesquels repose la 
th^orie des fractions arithmetiques , etant ind^pendans 
de toute valeur particuli^re de leurs termes , convien- 
' nent aux fractions representees par des lettres , comme 
a celles gui sont exprimees par des nombres. 

D'apres ces principes, on supprime d^ahord lesfacteur» 
nufneriques comtnuns aux coeffleiens du dividende et du 
diviseur, puis les lettres qui sont communes au dividends 
et au diviseur , et qui ont le mSme expasant dans Vun et 
dans I'autre, Lorsque Fexposant n* est pas le mSme, on re- 
iranche le plus petit du plus grand , et on donne le rests 
pour exposant a la lettre, qu*on n^Scrit que dans celui des 
deux termes de la fraction ou elle avait leplus haul exposant m 

L'exemple suivant eclaircira cette regie. 

Soit \^a^b^c^d a diviser par ^kaH^c^^e ; le quotient ne 
pent que s'indiquer sous la forme fractionnaire 

\^aH^c^d 

_ • 

QAaH^c^e 

maia les coefficiens 48 et 64 etant tous deux divisibles 
par 16, en supprimant ce factenr comraun , le coeffi- 
cient du numerateur deviendra 3 , et celui du denomi- 
nateur 4. 

La lettre a ayant le m^me exposant 3 dans les deux 
termes de la fraction , il s'ensuit que a^ est un facteur 
commun^ au dividende et au diviseur , et qu'on peut 
aussi le supprimer. 
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Passant ensnite k la lettre b, il lant diviser la pms-- 
sance la plus eleyee , qui est b^, par b^j saiyant la r^le 
donn^ plus haat , et le quotient b* nous apprend que 
bhszb^xb*, Supprimant done le fecteur conunnn b^, 
il restera dans le nam6ratenr le factear d'. 

Par rapport a la lettre r, le faetenr le plas &er6 4tant 
e^ an d^nominateor , si on le dmse pare*^ on ledfcom- 
posera en e^ x ^'; et snpprimant le factenr e^, common 
aux denx termes , cette lettre disparaitra dn nnm^ra- 
tear, mais restera an d^nominatenr arec Texposant 3. 

Enfin les lettres d ete resteront a leors places respec- 
tiyes, pnisqne dans I'etat on elles sont, elles n'indi- 
qoent ancnn factenr qni soit common aox deox termes 
de la fraction. 

Par ces diyerses op&*ations, la fraction proposee se 
rMuit k 

c'est sa plos simple expression, tant qo'on ne donne 

aocone yaleor nom^riqoe aox lettres; car elle poorrait 

se redoire encore si ces lettres etaient remplacfes par I 

des nombres contenant des facteors commons. 

S9. Une obseryation qo'il ne faot g|is manqoer de 
faire, c'est qoe si toos les facteors do diyidende en* 
traient dans le diyiseor, qoi, de plos, en contiendrait 
encore d'aotres qoi loi seraient particoliers, il faodrait, 
apr^slasoppression des premiers facteors, mettreFonit^ 
a la place do diyidende, an nomerateor de la fraction* * 
En effet , dans ce cas on pent sopprimer dans les deox 
termes de la fraction , tons les facteors do nomerateor, 
c'est-a-dire diyiser les deox termes de la fraction par le 
nnmerateor; mais celoi-ci ^tant diyis^ par loi-mdme*, 
doit donner Fonite poor le qootient dont il faot faire le 
nooyeiao nomerateor. 
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Soil pour exemple la fraction 

les factenra l%a^,P et e, se divisant respectivementpar 
les facteurs 4, a', 3 et e, c'est comme si Ton divisait les 
deux termes de la fraction propos^e par le num^ra- 
teur Aa^hc; or la quantity Aa^hc divis^e par elle-m^me, 
donne 1 ponr quotient, et la quantite l%i*Ped diris^ 
par la premiere, donne, par les regies ci-dessus , ib^d: 
la nouvelle fraction est done 

1_ 

40. II suit des regies de la multiplication , que lor»- 
qu'une quantite monome multiplie une quantite poly- 
nome , elle deyient facteur commun de tons les termes 
de celle-ci. On profite de cette observation pour sim- 
plifier les fractions dontle num^rateur et le d^nomina- 
teur sont des polynomes ayant des facteurs communs a 
tons leurs termes. 

Soit Uexpression 

6a4_-8a^^M-12aV» 

9a»^— 15aV-4-24a5» 
en examinant la quantite 6a4 — Sa^Sc + 12aV% on 
Yoit que le 'facteur a^ est commun a tous ses termes , 
puisque a^=a^ x a^, et qu'en outre les nombres 6, 3 et 12 
sont tous divisibles par & ; en sorte que 
6a4— aa»^c-H 12a»e^=2a» X 3a» —be X 3a* -f- 4tf' X &a\ 

De m^me le ddnominateur a pour facteur commun 3a^; 
carles facteursa'et 3 entrent dans tous ses termes, et Ton a 

da^b — l^a^c -f- 24a^ =33^ x 3a> — 5c x 3a* + 8a x 3a>. 
Supprimant done le ' facteur 3a*, tant dans le num^ra* 
teur que dans le d^nominateur , la fraction propoaee 

deviendra 

2a* — bc^-Ac^ 

Zb — 5c -4- 8a 
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« 

41 . Je passe maintenant aa oasou le diTidrade ef le 
diviseur sont tous deax complexes , et dans lequel on ne 
pent pins reconnaitre , a la premiere vue , si le dinsear 
est ou n'est pas facteur da dividende. 

Paisqae le diviseur, multipHe par le quotient, doit 
reproduire le dividende, il faut que ce dernier con- 
tienne tous les produits partiels de chaque terme du 
diviseur par chaque terme du quotient ; et si Ton pou> 
vait retrouver les produits form^ par chaque terme da 
diviseur en particulier , en les divisant par ce terme qui 
est connu, on ohtiendrait ceux du quotient, dela m^me 
maniere qu'en arithmetique on ddcouvre tous les chif- 
fres du quotient en divisant successivement par le divi« 
seur , des nombres qu^on regarde comme les produits 
partiels de ce diviseur paries divers chiffres du quotient. 
Mais dans les nombres , ces produits partiels se pr^sen- 
tent par ordre, en commencant par les unites placees 
au dernier rang sur la gauche , a cause de la subordi- 
nation ^tablie entre les unites de chaque chiffre du divi- 
dende , d'apres le rang qu'ils occupent. 11 n'en est pas 
de m6me en Alg^bre ; mais on y supplee en rangeant 
tous les termes du dividende et du diviseur, de maniere 
que les exposans des puissances de la meme lettre dimi- 
nuent dans chaque terme , en allant de gauche a droite, 
ainsi que Ton voit, par rapport a la lettre a, dans les 
quantites 

5a7 — 22a«A + 12a*3» — 6a433 ^JkaH^ + 8a>35, 

8a4 — ^a^& + Aa^b\ 

dont Tune est le produit, et I'autre le multiplicande , 
dans Toperation du num^ro 82 : c'est ce qu'on appelle 
ordonner les quantites proposees. 

Lorsqu'elles sont rangees ainsi, il est visible que , quel 
que soit le facteur par lequel il faille multiplier la se-> 
conde pour obtenir la premiere , le terme ^ai, qui com- 
mence celle-ci , resulte du terme 5a4, qui commence 



Paotre, mnltipli^ par le terme oa a anrait le ploa hafat 
exposant dans le factenr chercli^ , et qui se trouye le 
premier de ce factenr lorsqa'il est ordonne par rapport 
A a. En divisant done le monome 5a7 par le monome 
5a4> le quotient a^ sera le premier terme da facteur 
cherch^. Or, paries regies de la multiplication , le pro- 
doit total devant contenir les divers produits partiels- 
r^ultant de la multiplication de tout le multiplicande 
par chaque terme du multiplicateur , il s'ensuit que la 
quantity prise ici pour diyidende doit contenir les pro- 
duits de tous les termes du diviseur 5a4 — ia^b^hAa^'i* 
par a^, premier terme dii quotient ; et par consequent 
si Ton retranche du diyidende ces produits, qui sont &i7, 

— %i% -f- Aa^6*, le reste — aOa^^ -f- ^^b^ —Qa^h^ 

— Aa^b^ -f- Ba^b^ ne contiendra plus que ceux qui r^ 
sultent de la multiplication du diviseur par le second , 
letroisidme, etc., termes du quotient. 

Ge reste peut done 6tre consid<&r6 comme un diyi- 
dende partiel; et son premier terme , dans lequel a a 
Fexposant le plus faaut, n'a. pu provenir que de la mul- 
tiplication du premier terme du diviseur par le second 
du quotient. Mais le premier terme du dividende par- 
tiel ayant le signe — , il £Biut assignor cehu que d(Mt avoir 
le terme correspondant du quotient : or cela est facile 
par la 1'* r^gle du n® 21 ; car la quantit^-^SOa^^, re- 
gardee comme un prodnit partiel , ayant un signe con- 
traire a eelui du multiplicande partiel Ka4^ il en resulte 
que le multiplicateur partiel a du 6tre affecte du signe — . 
La division etant done operee sur les monomes — iOa^b 
et Qa^, donnera — Aa^b pour ce second terme. Si on 
le multiplie par tous ceux du diviseur , et que Ton re- 
tranche le produit du dividende partiel, le reste 
of- lOa^b^ — Aa^b^ -f- 8a^^^ ne contiendra plus que les 
produits du diviseur par le troisieme , etc*, termes du 
quotient. 



\ 
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En le regardant comme nn noureau diYidende par- 
tiel , son premier terme lOaW ne pent 6tre qae le pro- 
dnit da premier terme da divisear par le troisieme da 
quotient; et par consequent ce dernier s'obtiendra en 
dirisant Tun par I'autre , les monomes lOa^b^ et 8a4« 
Le quotient ^b^, ^tant xnultiplie par tout le diTisear,^ 
foomit des produtts dont la soustracdon , epuisant le 
dividende partial , prou^e que le quotient n'a que trois 
termes. 

S'il avait dd en avoir un plus grand nombre , on les 
aurait ^videmment trouv^ comme les pr^c6dens ; et si, 
comme on le suppose, le dividende a pour facteur le 
diyiseur , la soustraction du produit de ce diyiseur par 
le dernier terme du quotient , doit toujours epuiser le 
dernier dividende pa];;tiel. 

•42. Pour faciliter la pratique des regies trouvcSes ci- 
dessus, l*^ on dispose le dividende et le diuieeur comme 
pour ia division des nombres , en les ordonnant Fun et 
Vautre par rapport h une nUme lettre, c'est^'dire en 
ecrtvant leurs termes de manikre que les exposans de cette 
lettre aillent en d^croissant; 

^® On divise le premier terme du dividende par le 
premier terme du diviseur^ et on ecrit le risultat h la 
place marquie pour le quotient / 

3° On midtiplie tout le diviseur par le quotient par- 
tielqu'on vientde trouver , on le retranche du dividende, 
et on fait la reduction des termes semblables ; 

4® On regards ce reste comme un nouveau dividende 
dont on divise le premier terme par le premier terme du 
diviseur ; on Scrit le rSsultat comme un second terme du 
quotient , et on poursuit VopSration sur ce terme comme 
ci-dessus, jusqu'a ce que tous les termes du dividende 
soient ipuisis. 

En observant qu*un produit a le m^me signe que le 
multiplicande, lorsque le multiplicateur a le signe-f-, 
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et qu'il a, dans le cas contraire, le sigiie— ^ (31), On 
en conclut que lorsque le dividende partiel et le prepnier 
terme du divieeur ont le mime eigne y le quotient doit 
avoir le eigne + ; et e^ile ont dee eignee contrairee, le quo- 
tient doit avoir le eigne — : c'est la r^gle des Bignes. 

Les divisions partielles s'effectuent par les regies 
donnees pour les quantites monomes. 

On diviee le coefficient du dividende par celui du di- 
vieeur ': c'est la regie des coefficiens. 

On ecrit au quotient lee lettree eom/munee au divi- 
dende et au divieeur, avec un earpoeant egal a la diffe- 
rence do eeux dont ellee eont affecUee dane cee deux 
termee , et enfin lee lettree qui he eont qu'au dividende : 
ce sent la les regies des lettres et des exposans. 

48. Pour appliquer ces regies aux quantity 
5a7 — 22a«^-*- 12a^^» — ^a^b^—^aH^-^-Za^h^, 

qui m'ont servi d'exemple , plus haut , on les dispose 
comme s'il s'agissait d'effectuer la dinsion arithmetique. 



Dividende. 
8a7— Ma«3+ 12a53^— 6a433— ia3M+8a»^5 
— 5a7+ ^a^b—ha^^ 



Reste— 20a6^+8a5*»— 6a433— 4a3^4+8a>^^ 
+20a6^— 8a5^^+16a4i3 

Reste +10a433_4^3^4_|_8a»^5 

^10a433+4a3M— 8a»^« 



Divii 



tvieeur. 



8fl4_2a53+4a»** 



Quotient, 
a^—ia^h+W 



Reste 

Le signe du premier terme ^a^ dii dividende dtant le 
m£me que celui de ^a^, premier terme du diviseur, on 
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demuit mettre-i-aa qaotient; mais comme il s'agit da 
premier terme , on omet ce signe. 

En diyisant 5a7 par 5a^, on a poar quotient a^ , que 
Ton ecrit sous le divisenr. 

Multipliant successiyenient les trois termes du divi- 
aeur par le premier terme a' du quotient , et ecrivant 
les produits sous les termes correspondans du dividende, 
apres avoir change les signes de ces produits pour les 
retrancher (20), on forme la quantity 

dont on fait la reduction avec le dividende; et on 
obtient pour reste 

En continuant la division sur ce reste , le premier 
terme — ^Oa^b, divise par Sa^, donne pour quotient 
— Aa^hf ce quotient ayant le signe — , a cause que le 
dividende et le diviseur sont de signes differens. En le 
multipliant par tons les termes du diviseur, et chan- 
geant les signes , on forme la quantity 

+ 20a«* — 8a^^» + 16a4i^ 

dont on fait la reduction avec le dividende, et on ob- 
tient pour reste 

. +10a433 — 4a3M + 8a»i^. 

Divisant le premier terme de ce nouveau dividende 
partiel, lOa^P , par le premier terme 5o4 du diviseur; 
multipliant par le r^sultat + 2^' , tout le diviseur ; Ecri- 
vant les produits sous le dividende partiel , en observant 
de changer leur signe , et faisant la reduction , il ne reste 
rien , ce qui montre que + 2^^ est le dernier terme du 
quotient cherchE , lequel a par consequent pour expres- 
sion a^— 4a'^ + 2^3, 

44. II est a propos de remarquer que dans la-divi- 
'Sion, les multiplications des differens termes du quotient 
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par le diviseur, prodnisent souvent des termes qui ne se 
tf oiiyent pas dans le dividende , et qu il faut diTiser en- 
mxite par le premier terme du diviseur. Ces termes sont 
ceux qui se sont detruits lorsqu'on a fonne le dividende 
par la maltiplication de ses deux facteurs , le quotient 
et le diviseur. Voici un exemple remarquable de ces re- 
ductions : 

Soit a^ — P a diviser par a-^h : 



Division^ 



©3— *5 



a — h 



a»+a3 + i» 



— a^h + ah* 







' Multiplication, 

a — h 
fl'+ ab'{-h* 

+ a^b — ab* 
+ a*^-— b^ 

resultat a^-^^^. 



Le premier teiine a^ dii dividende, divis^ par le premier 
terme a du diviseur, donne pour quotient a^ ; en miilti- 
pliant ce quotient par le diviseur, et changeant les signes 
des produits , on trouve — a^ + a^b : le terme i— a? 
detruit le premier terme du dividende ; mais il reste le 
terme a^b, qui ne se trouvait pas d'abord dans le divi- 
dende. Puisqu'il contient la lettre a , on peut le diviB^ 
par le premier terme du diviseur, et on obtient + o^/ 
multipliant ce quotient par le diviseur, et changeant les 
signes des produits , il vient — a^b + ab* : le terme — a*b 
detruit le prdc^dent ; mais il reste le terme + ab"^ , qui 
n'etait pas non plus dans le dividende. Qu'on le divise 
par a, on aura poor quotient 4-^'*/ multipliant ce quo- 
tient partiel par le diviseur, on aura, en changeant les 
signed,— ai'+^ : le premier terme — ai* detruira le 



precMent , et le second +^' detraira le dernier terme 
— b^ qui restait da dividende. 

Pour bien comprendre le mecanisme de la division, 
il soffit de Jeter les yeux sur la multiplication du diyi* 
aeur a — 5 par le quotient a*-f a3 + ^'^ placee a c6t6 
de la division pr^cedente ; on verra que tons les termes 
reproduits dans les divisions partielles sent ceux qui se 
d^truisent dans le r^sultat de la multiplication* 

4B. II arrive quelquefois que la quantity par rapport 
a laquelle on ordonne , se trouve a la meme puissance 
dans plusieurs termes , soit du dividende , soit du divi- 
seur . Dans ce cas, il faut ranger dans une mdme colonne, 
ou bien ^crire imm^diatement a la suite les uns des 
autres , ces termes , en observant de les ordonner entre 
eux par rapport a une autre lettre. 

Soit— a4^» + * V4 — a^'c^-^a^ + 2a4c« + i« + 2^4c« + a»^4 
a divisor par a^ — 3' — c*. 

£n ordonnant la premiere de ces quantites par rap- 
port a la lettre a, on placera dans une mSme colonne 
les termes — a^h* ei +2a4^'^ dans une autre les termes 
•^a^b^ et — 0^4; enfin dans une demise colonne les 
trois termes + ^^ > + 234^', + b^c^, en les ordonnant par 
rapport k la lettre b, comme on le voit a la page snl- 
vante. 

Le premier terme — a^ du dividende ^tant divis^ par 
le premier terme a' du diviseur, donne — a4 pour le pre- 
mier terme du quotient ; formant ensuite les produits de 
ce quotient par tons les termes du diviseur, changeant 
les signes de ces produits pour les retrancher du divi- 
dende , en plaeant dans une m^me colonne les termes 
affect^s de la m6me puissance de a, il vient , apres la 
rMuction des termes semblables, le 1^' reste, qu'on 
prendra pour le second dividende partiel. - 

Le premier terme — 2a4^a de ce nouveau dividende, 
etant divis^ par a^, donne pour le second terme du quo- 
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tient , — %i^b^ ; formant ensuite les prodoits de oe quo- 
tient par tous les termes da divisear, changeant lea si- 
gaes de ces produits pour les retranciier du dividende 
partiel , en pla9ant dans une meme colonne les termes 
affectes de la mdme pnissance de a, il vient , apris la 
redaction des termes semblafoles, le ^^ reste, qa'on 
prendra poor an troisidme dividende partiel. 

L'op^ration se continuant de la mSme manidre sur le 
2* reste et sur les saiyans , oii trouvera encore . trois 
termes an quotient. Le dernier etant multiplie par tous 
les termes du diviseur donne des produits qui , re- 
tranches du 4'' reste , le d^truisent en entier : la division 
se fait done exactement , et par consequent le diviseur 
est facteur du dividende* 

— a^ — a4^'-*-a"34 ■+• b^ 

-1-2 a^c^'—a^c^ -f-2^4tf> 

-4- o^ — a^b"^ 

—gV ■ 

1" reste — 2a4^*-f-a'M -4- 6^ 
^ 2fl4^a — 2a»34 



^» — 



~a4— 2a';5^--34 
-4- aV — b^'c^ 



2* reste -*- a^c^ — a^b^ -♦- b^ 

— %i^b^e* -+-234£?» 

— a^c^ -f- 3v4 



— o4( 



aV4 



S° reste 



— a*3V + 2^4|.a 

+ a»W — b^ 
— b^e^ 



4* reste 



+ b^c^ 
— *>c4 
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46. On faciliie quelqaefoU la division en decompo- 
sant a vue one quantite dans ses facteurs. Si Ton arait, 
par exemple, 8«^ — 4a^^» -i- Aa^ -^ 2o' .— ^» -f- 1 a 
divber par 2a^ — ^» -♦- 1 , ce diviseur foruiant lea 
trois derniers termes da dividende, il Buffirait de 
cheroher s'il est facteur des trois premiers ; mais 
ceux-ci ont visiblement poar facteur coxDmun ia^, car 
8*6 — Aa}^*'^' Aa^ 5= 4** ( 2^3 — i» h- 1 ). Par cette 
observation , le dividende deviendrait 

4a5 (2a3— i* -f- 1 ) -4.2a5— 3» h- 1, 
ou (2^3 _ ^« ^- 1 ) (4a3 -I. 1 ) : 

la division s'effectaerait done sur-le champ , en suppri- 

mant le facteur 2o' — d» **- 1 ^gal au diviseur , et le 

quotient serait 4a' -f- 1 . 

L'habitude du calcul algebrique sugg^re nne foule de 

remarques de ce genre , par lesquelles on abr^ge les 

operations , et Ton parvient aisement a reconnaitre les 

d^ompositions en facteurs. On rend souvent ces d^om- 

positions tres ^videntes, lorsqn'au lieu d'efiectner les 

multiplications qui se presentent , on ne fait que les in- 

diquer; 

De9 fractwnM dlgihrique9* 

47. Lorsqu'on applique le precede de la division al- 
gebrique a deux quantites dont Tune n'est pas facteur 
de Tautre , on reconnait Timpossibilit^ de I'effectuer , 
parce qu*on parvient , dans la suite des operations , aun 
reste dont le premier terme ne pent 6tre divis^ par 
celui du diviseur. En voici un exemple. 



^3 H- a^h -♦- 2*3 
— a 3 — a*« 



a>-4-*« 



1"' reste — a^h — ah"" •\-W 
— a'* — 53 



2" reste — ab^ -^h^^ 
Le premier terme — ah* du second reste ne pent se 
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diyiser par a', premier terme da diviseur; ainsi la di* 
Tision s'arrdte ace point. On ponrrait, comme en 
Aritbm^tiqae , joindre au quotient a + ^, la fractioii 

J — jT' » ayant pour numeratenr le reste , et pour 

denominateur le diviseur ; et le quotient serait 

, P — ah^ 

On voit ais^ment qoe la - division doit s'arrSter guahd 
on parvient h un regie dont le premier terme ne coniient 
la httre par rapport a laquelle on a ordonnS , qu'h une 
puissance inferieure a celle de la mime lettre dans le 
premier terme du diviseur, 

48. Lorsque la division alg6brique de deux quantitSs 
ne peut s'effectuer , I'expression da quotient reste in* 
diquee sous une forme fractionnaire , en prenant le 
dividende pour le numerateur et le diviseur pour le 
denominateur ; et pour I'amener au plus haut degr^ 
de simplicite possible , il faut cbercher si le dividende 
et le diviseur n'ont pas des facteurs communs , pour 
les supprimer (38). Mais quand il s'agit de polynomes, 
les facteurs communis ne se d^couvrent pa9 avec la 
meme facilite que dans les monomes ; on ne les trouve en 
g^n^ral qu'en cherchant, par une m^thode analogue a 
celle qn'on a donnde en Arithm^tique pour les nombres, 
le plus ^rand commun diviseur des deux quantit^s pro-' 
poshes. 

On ne saurait assignor les grandeurs relatives des ex- 
pressions algebriques , taut qu'on ne donne point des 
valeurs aux lettres qu'elles renferment ; la denomination 
deplus grand commun diviseur^ appliqu6e a ces ex- 
pressions , ne doit done pas 6tre prise toat-*a-fait dans 
le m^me sens qu'en Arithmetique. 

En Alg^bre , il faut entendre par le plu9 grand com- 
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mun divtseur de deux expressions , celui de leurs di?i<- 
sears communs qui renferme le plus de facteurs dans 
tous ses termes , ou qui est du degre le plus elev^ (^7). 
Sa determination repose , comme en Arithm^tique , sur 
ce principe : Tout diviseur commun a deux quanliies, 
doitdivUer h resto de leur division * 

La demonstration qu'on en a donn^e dans le n"* 61 
de I'Arithm^tique , devient plus facile a saisir lorsqu*on 
y emploie les symboles algebriques. En effet, soient 
A eiB les deux quantites proposees , D leilr divisenr 
commuit , Q le quotient de la division de A par B etR 
le reste ; on aura 

A=BQ+ R; 

puis divisant les deux membres de cette Equation par le 
di?iseur commun D, H yiendra 

A^^BQR 

et si Ton fait -^ = a,^=3, quotiens exacts par Thypo- 

these , on changera Fequation ci-dessus en 

R R 

«s=^^+-^, d'oua— i^=yj, 

en passant le terme h(^ dans le premier membre. Or , 
puisque le premier membre , qui dans ce cas doit etre 
compost des me^ies termes que le second , est mainte- 
nant un entier, il faut que R seit divisible par Z7. 

R^ciproqnement , tout diyiseur commun aux qoan- 

B R 

tites B QiR doit divisor A ; car si Ton fait ^= ^,-=^=r, 

. A BQ R, ^ 

lequation ^ = -^- + -^ devenant 



il s'ensuii que A B^i necessairement divisible par D , 
quand bet r sont des entiers. 

D'apres ces principes, on commencera , comme en 
Arithm^tique 9 parchercher aiVune des quant itis n'est 
pas elle-mSme iiviseur de Vautre ; si la division ne se 
fait pas esmctement, on divisera le premier divtseur par 
le rests , et ainsi de suite ; et celui des restes qui divisera 
exactement le precedent , sera le plus grand commun divi- 
seurdes deux quaniitis proposees : mais il sera necessaire 
d'apporter dans les divisions indiquees , des attentions 
qni tiennent a la natare des quantites algebriques. 

On ne doit d'abord ebercber le divisear commun de 
deux expressions algebriques , que lorsqu'dles ont des 
lettres communes ; il faut en cboisir une , par rapport a 
laquelle on ordonnera les expressions proposees , et on 
prendra pour dividende celle ou cette lettre aura le 
plus baut exposant : I'autre sera le diviseur. 

Soientles deux quantites 

Za^ — Za^b -»- ab^ — P, 
Aa^b — - 5ad» -¥-b^, 

qui sont deja ordonn^es par rapport a la lettre a; on 
prendra la premiere pour dividende , et la seconde pour 
diviseur. II se presente , des le commencement de To- 
peration , une difficulle qu'on ne rencontre point dans 
les nombres ; c'est que le premier terme du diviseur ne 
pent diviser exactement celui du dividende , . a cause 
des facteurs 4 et d de I'un, qui ne sont pas dans I'autre. 
Mais la lettre b etant commune a tous les termes du di- 
viseur, sans r^tre a tous ceux du dividende , il s'ensuit 
(40) que b est facteur du diviseur et ne Test point du 
dividende ; or tout diviseur commun a deux quantitds 
ne peut se composer que des facteurs qui sont commun s 
a Tune et a Tautre : done , s'il existe un tel diviseur entre 
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les dettK qnantites proposes , il na pent se trouver 
que parmi les facteurs cle la quantite Aa* — 5a5 •+• 6^ 
qui reate quand oa a supprime b, de la quantite 
4a*5 .^ ^ai* H- 3' ; ainsi la question se reduit a chercher 
le plus grand commuu diviseur des deux quantity 

4a* — 5a^H- b'. 

Par ia m^e. raison qu'on a pu supprimer dans Tune 
des qnantites propos^es , le facteur b qui n'entrait pas 
dans Tautre , on peut aussi introduire dans oelle-ci un 
nouveau facteur, pourvu qu'il ne soit point facteur de 
la premiere ( 1 )• Par cette operation , le plus grand com- 
muu diviseur de ces qnantites , qui n*est forme que des 
facteurs commtms a toutes deux, ne sera point alt^re. 
Je profiterai de cette remarque pour multiplier la 
quantite Sa^ — ia^b'^ab^ — b^ par 4, qui n'est point 
facteur de la quantite 4a' — 5a^ + b^, afin de rendre 
possible la division du premier terme de Tune par le 
premier terme de Fautre. 

J'aurai de cette mani^re pour dividende la qaantite 
12a3 — na^b -*- Aab^—W, 

pour diviseur la quantity 

4a' — Sa5 -♦- ^% 
et le quotient partiel sera 3a. 



( 1 ) Jusqu'd ces derniers temps , les deux propositions ci-dessus 
avaient ^t^ regard^es, dans tous les liTres ^l^mentaires , comme 
une consequence ^vidente de la marche du calcul alg^brique. De- 
puis, q^elques auteurs ont cru qu'il fallait donner plus de d^ye- 
loppement a la seconde ; mats ces d^Tcloppemens se rattachent a 
des considerations plus ^levees que celles qui conyiennent aux 
commencemens de ce Traite ; je les indique & leur place naturelle, 
au no 18^. 



Multipliant le diviseui^ par oe qaotient, et retran^ 
chant le produit du diyidende , il viendra pour reste 

qoantit^ qui , d'apres le principe pose au commence- 
ment decet article, doit encore avoir ayec 4a' — ^o^-j-^"*, 
le mdme plus £prand commun diriseur que la premiere. 

Profitant des remarques faites plus haut, je supprime 
le fackeur b, commun a tons les termes do reste ci<-des> 
SU8 , et je le multiplie par 4 afin de rendre possible la 
division de son premier terme par celui du diviseur. 
J'ai alors pour dividende la quantity 

et pour diviseur la quantity 

4a» — l5a5 + 5*; 

le quotient partiel est t* 

Multipliant le diviseur par le quotient, et retran- 
chant le produit du dividende , on a pour reste 

et la question est reduite a chercher le plus grand com- 
mun diviseur entre cette quantite et 

4a" — ^ab + b^. 

Mais la lettre a, par rapport a laquelle se £ait la divi- 
sion , n'^tant plus dans le reste qu*au premier degre , 
tandis qu'elle est au second dans le diviseur, c'est celui- 
ci qu'il faut prendre pour dividende , et on doit faire 
du reste le diviseur. 

Avant de commencer cette nouvelle division , je sup- 
prime du diviseur 19ah — 19i% le facteur iQb, commun 
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a tons ses termes , et qai n'est point facteur da divi- 
dende : j'ai dpno pour diyidende la quantity 

et pour diyiseur 

a — b. 

La division s'opere exactement ; ainsi , a — & est le plus 
grand commun diviseur demand^. 

En remontant depois la derniere division jnsqu'a la 
premiere, on prouverait smssi a posief ion', que la quan- 
tity a — 3 doit divisor exactement les deux quantites 
propos^es, et qu'elle doit Stre la plus compesee de celles 
qui peuvent le faire ; et en divisant par a — 3 les deux 
quantity proposdes , 

on les decompose ainsi qu'il suit : 

49. Lorsqae la quantite qu'on prend pour diviseur 
contient plusieurs termes ou la lettre par rapport a la- 
quelle on a ordonn^ se trouve au meme degr^ « il y a 
une attention a avoir, sans laquelle Tpp^ration ne sau- 
rait se terminer. En voici un exemple. 

Soient les quantites 

a^b-\'ac^ — d^, db — ac + d^; 

si Ton prepare I'operation comme pour une division 
ordinaire , 

a=3 + flk?' — d^ \ab — ag4-(Z' 
f — a^b-\-a^c — €td* I a 



reste a^c + ac^ — ad^ — d}, 
en dividant d'abord a^b par ab, on trouve pour quo- 



tient a; mnltipliant le dmsear par ce qaotient , et re- 
tranchant les produits, da diyidende , le reste contien- 
dra un nouveau tenne , ou a sera au second degr^ , 
savoir, a^c provenant da prodait de — ae par a. L'op^- 
ration n'anra fait de cette maniere aucan progr^s ; car 
en prenantle reste a^c+ac^ — a<i* — d^ poar dividende, 
et le muUipliant par 6, pour rendre possible la division 
par ab, on anra 



a^be + abe^ — add^ — hd^ 
-7- a*bc + a'c* — aed^ 



ab — ac+d^ 



ac 



reste aV* + abc^ — acd* — abd^ — W , 



et le terme — ae reproduira encore an terme a^c*, ou 
a sera au 2* degr^. 

Pour ^yiter cet inconvenient, il faut observer que le 
diviseur ab — <M? + rf' = a (^ — c) + d', en r^unissant 
les termes ab — aeenvui seul ; et faisant , pour abreger 
les calculs , b — <? = m, on aura pour diviseur am+d^; 
mais alors il faudra multiplier tout le dividende a^b + 
ae^ — j3 par la facteur m, afin d*avoir un nouveau 
dividende dont le premier terme soit divisible par la 
quantite am formant le premier terme du diviseur : 
Foperation deviendra 

a^bm + ac^m — d^m 
— a^bm — abd"* 



am-i-d* 



ab +c' 



V' reste — abd* + ac^m — d^m 
— ac^m — c^d"" 

2* reste — abd^ — c'rf' — d^m. 

Cette fois ; les termes a£fectes de a^ sont 6tes du divi- 
dende , et il n'y reste plus que les termes affectes de la 
premiere puissance de a. Pour les faire disparaitre, on 
divisera d'abord le terme ac*m par am, et il viendra 
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poor quotient e^ ; multipltant le diyiseor par le qao^ 
tient , et retranchant les prodoits , da dividende , on 
aura le 2* reste ; prenant ce 2' reste pour un nouToau 
diTideode, on y supprimera le jfocteur d^, qui n'est 
point dans le diriseur ; il yiendra 

— ah — e* — dm, 

qu'on maltipliera de nouveau par m , et on anra 



— ahm — c^m — dtn^ 
+ ahm + hd^ 



am-^-d"^ 



— h 



reste + W» — c'»* — dm,* 



Le reste M" — <?»m — rfm' de cette demiere dirision^ 
ne contenant plus a , il s'ensuit que 8*il existe entre les 
deux quantit^s proposees un commun diviseur, il est 
iud^pendant de la lettre a. 

Parvenu a ce point , on ne pent plus eontinuer la di- 
vision par rapport k la lettre a ; mais on observera que 
s'il existe un commun diviseur independant de a entre 
les quantites Id* — c'^m — dm* et am +<?', il faut qu'il 
divise s^par^ment les deux parties am et d* dudiviseur; 
car, en general , si une quantity est ordonn^ par rap- 
port aux puissances de la lettre a, tout diviseur de cette 
quantite , independant dea ^ doit diviser s^parement ies 
quantites qui multiplient les diverses puissances de cette 
lettre. 

Pour s'en convaincre, il suffit de faire attention que, 
dans ce cas, chacune des quantites proposees doit Stre 
le produit d'une quantite d^pendante de a ^ et du divi- 
seur commun qui n'en depend point. Or, si Ton a , par 
exemple , Texpression 

dans laquelle les lettres A, B, C, JD, E, designent des 



y 
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quantites quelconques ind^pendanteft de a, et qa*onla 
multiplie par une qaantit^ M aussi independante de a, 
leprodait / 

ordonn^ par rapport a a, contiendra encore les mdmes 
puissances de a qu'auparavant ; mais le coefficient de 
chacune de ces puissances sera un multiple de M, 

Gela pos^ , si Ton remet pour m la quantite b — e que 
cette lettre represente , on aura les quantites 

or il est yisible que h — c Qi A* n'ont aucun facteur com- 
mun : done les deux quantites proposdes n Wt point de 
divisear commnn* 

Si Ton n'avait pu reconnaitre a la seule inspection 
qu'il n'existait pas de diviseur commun entre h — d et (£% 
il aurait fallu chercher leur plus grand commun divi- 
seur, en^es ordonnant par rapport a une meme lettre , 
et s'assurer ensuite s'il pouvait diviser aussi la quantite 

M» — c» {h — e) — d{h^oY. 

60* Au lieu de remettre k la fin de Toperation a de- 
couvrir le plus grand commun diviseur, independaut 
de la lettre par rapport a laquelle on a ordonne les deux 
quantites , il est plus commode de le chercher d'abord, 
parce que le plus souvent les restes de chaque opera-" 
tion partielle se compliquent a mesure qu*oa avance , 
et le calcul devient de plus en plus penible. 

Soient, parexemple, les quantites 

a*b + a^» + A* — a^e — abc ~ B^c ; 
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apr&s les avoir ordonnees par rapport a la lettre a,ce 
qui donnera 

(3« — c') c44.(P — 3c^)a^ + 34c" — h^c^, 
{b — <? ) a' + (^' — 6e)a+ B^ — ^V, 

j'observe d*abord , que si elles ont un diviseur commuQ 
qai soit independant de a, il faut qu'il divise en particu- 
lier chacane des quantites qui multiplient les diverses 
puissances de a (49), ainsi que les quantites b^c^ — d^c^ 
et b^ — b^c, qui ne renferment point cette lettre. 

Lai question est done ramenee a trouver les diviseurs 
communs aux deux quantites b^ — c» et b — c, et a verifier 
ensuite si , parmi ces diviseurs, il s'en trouve qui puis* 
sent diviser en ni^me temps 

{3 — 5ca et b* — be, b^C" — 5v4 et P — b^c. 

En divisant b^ — c^ par b — e, on trouve un quotient 
exact b'\'c;b — e est done diviseur coramun des quan- 
tites ^' — e' et b — c, qui visiblement n'en peuvent avoir 
d*autres , puisque la quantite b — c n'est divisible que 
par elle-m^me et par I'unite. II faut done s'assurer si 
b -^ c divise les autres quantites rapportees ci-dessus , 
ou bien s'il divise en memo temps les deux quantites 
proposees ; c*est ce qui arrive en effet, et il vient 

{b + c ) ai + { b^ -^-bc) a^ +'b\c^ + b^'c^, 
a^'{-ba + b\ 

Pour amener ces dernieres expressions au plus haut 
degre de simplicite possible, il con vient d'essayer si la 
premiere n*est pas divisible par d + r; cette division 
etant effectuee , reussit, et Ton n'a plus qu'a chercber 
le plus grand commun diviseur des quantites fort simples 

a^ + ba^ + b^c^, 
En operant sur celles-ci, comme le present la regie, 
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on parvient , apres la seconde division , a un reste con- 
tenant la lettre a a la premiere puissance seulement; et 
comme ce reste n'est pas diviseur commun , on en con- 
clut que, la lettre a ne fait point partie du plus grand 
commun diviseur cherch6, qui n'est compose par con-^ 
sequent que du seul facteur h — c. 

Si , outre ce diviseur, on en cut trouve un autre dans 
lequel fut entree la quantite a , il aurait fallu multiplier 
ces deux diviseurs Fun par Fautre pour obtenir le plus 
grand commun diviseur cherche. 

Ges remarques suffiront , des qu'on aura acquis un 
pen d'habitude dans Fanalyse, pour parvenir, dans tons 
les cas , au plus grand commun diviseur ; et on trou- 
vera sans peine que les quantites 

ont pour plus grand commun diviseur la quantite 

51. Les quatre opSraiions fondamtntahs , c'est-a-dire 
Faddition , la soustraction , la multiplication et la divi- 
sion , s'effectnent sur les fractions algebriques comme 
sur les fractions arithmetiques, en observant seulement 
de suivre , dans les operations prescrites par les regies 
de FArithmetique , les precedes indiques ci-dessus a Fe- 
gard des quantites algebriques. Je me bomerai done k 
rappeler ici ces regies, en donnant un exemple de Fap- 



plication 


de cbacune. 




La somme des fractions 






a h 


c 




5' i 


d* 


qui ont le 


meme denominateur 


ou 




a h c a-^h-^c 
d'^d'^d~ d 


(AHihm. 65). 
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La cUfferenoe des fractions 

a h 

qai ont le meme d^omiaateur, oa 

a h a — h 

L'entier a joint a la fraction -, on rexpression 

h ac b ac-^b ^ . , ", 

« •+--=— -♦— = (ArUhm. 67 ). 

c c c c ^ ' 

De m^me Texpression 

h ae h ae — & 

c e e c 

R^iproqaement , 

„ . ac-^-h ac h b 

1 expression =s=: — |--=aH— , 

c c e e 

1* • ^ — ^ ae b b , . , 

J expression = =a {Arithm. 66). 

62. Les fractions ^, ^, etant reduites au m6rae deno- 

niinateur, deviennent respectivement 

ad be , . , ^ ^^^ 
M' 15 (^'•'^*'»- 88). 

Quand les fractions proposees sont egales , on trouve 
ad = be; divisant alors les deux membres par cd et en 
nommant q le quotient , il Tient 

ad a be b j> ^ 
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ainsi , les deux termes de Tniie des fractions ne sont 
qae ceux de Fautre multiplies par un facteur commuD. 

Les fractions 

a e € g^ 
V d' f V 

par la m^me reduction , deviennent respectivement 

a^ ehfh ehdh gW , j^^,> aqx 
Wh' Wh' Wh' Wh^ ^ ^' 

J*ai donnd, dans le numero 69 de I'Arithm^tique, un 
precede pour parvenir dans certains cas a un d^nomi- 
nateur plus simple que celui qui r^snlte de la regie ge* 
nerale; les symboles algebriques en facilitent beaucoup 
Tapplication , ainsi qu'on va le voir* 

Par exemple , si Ton a les deux fractions -=-> t> i' 

est facile det rotr que les deux d^aominateurs seraient 
les mSmes, siy*^tait facteur du premier, et c facteur du 
second : on multipliera done les deux termes de la pre- 
miere fraction pary^ et les deux termes de la seconde 

par €, ce qui donnera les fractions '^^^j^ plu* 

■iinplesque Y^et tt^9 qu'on aurail en multipliant par 
les denominateurs primitifs. 

£n g^n^ral , on roMtemhU en un seul produit, pour 
en composer le denominateur commun', tone lee facteur e 
diffirene ilevke a la plue haute dee puieeancee ou He ee 
trouventdane lee dinominateure dee fraetione propoeeee ] 
et il ne reete plue qu'a multiplier le numerateur de cha'- 
que fraction par lee facteur e de ce produit, qui manquent 
dane le denominateur de la fraction* 
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Ayant , par exemple, les fractions j— , — ;, ~, 

je forme leproduit ^'c&; je mnltiplie le nani^rateiir de 
la premiere fraction par fy , celoi de la seconde par 
bey , celui de la troisieme par b'J', et j'obtiens 



b-cfy' h-tfg' h-efs 
5S. Pour la multiplication , on a 

I X <f =^ {Arithm. 5«), 

Pour la division , 
^ a diviser.par c^ donne 7- 0117 x - ( ArUkm. 54 , 76 ) : 
^ a diviser par ., donne ^ x -=-7- (Ariikm. 79). 

ft 

Les termes des fractions precedentes ^taient mono- 
mes ; mais si on avait des fractions doot les termes fas- 
sent des poljnomes, il n'y anrait qu'a effectner, par les 
regies donn^ poor les qnantites complexes, les opera- 
tions indiqndes snr les monomes : c'est ainsi qae Ton a 

a«-i-*' a — h (a»-+-^*)(a — 6) 

e + d e — d (c-*-rfj (e — d) 
a^ -i-ab* — a^b — b^ 

Le quotient de la fraction 

a»-+-^* J. . , a — b 

r- dinsee par , 

c-^d '^ e — d 
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est — ^x fss \ ,/ ■ ; rr 

<?+a a — 6 [C'j-d) [a — o) 

a»c + 5v — a^d — h^'d 

ae'i-ad — he — bd ' 

et ainsi des autres operations. 

54. Lorsqu'on possede bien tout ce qui precede, on 
peat resoudre une equation du premier degre , quelque 
compliquee qu*elle soit. 

Si Ton avait , par exemple , Fequation 



(±tm£fzfi+u^%^- 



ac 



a — b 8a + *' 

on commencerait par faire disparaitre les denomina^ 
tears ^ an indiquant seulement lea operations ; il viea-p 
drait alors 

{a^h) (or — tf) (aa + ^) + 43(a — *) {ta^h) 
= 2jr(a — h) (Sa + *) — ae{a — b)'^ 

puis effectuant les multiplications , on trouverait 

3a*af + J^ahx + b^x — Za^a — \abc — b^e 
-4- lSa«3— 8a^*— 4J3 55= 

6a' Jr — 4a5x— 2^'jr— a»<? -^-ahc : 

transposant dans un seal membre tons les termes affec* 
t^s de X, on obtiendratt 

d^ou Ton conclarait enfin 

2a'c + ^abc + h^c — 12a»3 + 8a^» + 45' . 

*^" — Sa'4-8a3+3d> • 



6 
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De9 question* a deux ineonnues, ei des quantiUs 

ne^aiives, 

55. Dans les questions resolaes prec^demment, on 
n*a fait entrer qu'une seulo inconnae, an moyen de 
laquelle on a exprim^ , avec ,les qnantites connues , 
toutes les conditions de la question. II est souvent plus 
commode, pour quelques-unes de ces questions , d'em- 
ployer deux inconnues ^ mais alors il faut qu'il y ait , 
explicitement ou implicitement , deux conditions poor 
former deux equations , sans quoi , on ne pourrait de- 
terminer en memo temps les deux inconnues. 

La question dn nnmero S , surtout comme elle eat 
enoncee' dans le num^ro 4 , se presente naturellement 
ayec deux inconnues ; savoir, Tun et Tautro des nomfores 
«clierche$. En effet , si Ton designe 

le plus petit par x, 

le plus grand par y, 

leur somme par a , 

leur difference par B, 

on aura , par Venonce de la question , 

X + y = a, 

y — xe=ib, 

Chacune de ces deux Equations, consideree seule, ne 
pent determiner absolument Fune des inconnues. Si de 
la seconde, par exemple, on tire la valeur de y, elle 
donnera • 

y=szb'\-x, 

valeur qui semble d'abord ne rien apprendre sur ce 
qu^on chercfae, puisqu'elle contient la quantite jr^ qui 
n'est pas donn^e ; mais si , a la place de I'inconnue y 
qu'elie represente , on la met dans la premiere equation, 
cette Equation , ne renfermant plus alors que la seule 
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inconnue x, en donnera la valehr par les proe^d^sd^ja 
enseign^s. 
On aura en effet , par eette substitution , 

ou 2jr4*^:=a^ 

a — 6 



on enfin 



2 



et mettant cette valeur de x dans celle de y ^ qui est 
^+ or^ on obtiendra 

ys=6 + ^=^ + -2-~="Y"* 

on aura done, pour les deux nombres inconnus, les 
memes expressions que dans le numero 8. 

11 est facile de voir, en effet, que la solution ci-dessus 
ne differe point , quant au fond , de celle du n° 3 ; seu- 
lement j'lii pos^ et resolu la seconde equation y — s=z6, 
que je m'etais contente d'enoncer en langage ordinaire 
dans le numero cite, et dont j'avais conclu, sans calcul 
algebrique , que le plus grand nombre etait Jf-\-6. 

56. Soit encore cette question : 

Un ouvrier iravaillant chen un particulier pendant 
\% jours, et ayant eu avec lui, pendant lee 7 premier » 
Joure , eafemme et eon file ^ a repu 1^^ francs; il a tra* 
vaille ensuile chez le mime particulier B autres jours, 
sur^desquels il a eu avec lui safomme et sonjils , etil 
a repu pour ce temper ^Q francs. On demande combien 
il ^agnail par jour pour sa part, et combien gagnaient 
ensemble, dans le mSme temps, safemmeet sonfilsm 

jSoit X le gain joumalier du mari , . 

y celui de la fenune et du fils ; 

1^ jours d*oufrage du mari produiront \%b, 
7 de la femme et du fils vaudront 7y; 



on aalra done , par la premiere drocmttanoe da pit>* 
bleme, 

12x+7y=74: 

8 joars d'ouvrage da man prodairont 8*, 
5 jours de la femme et du fils vaadront 5y; 

on aara done, par la seconde circonstance da pro- 

bleme , 

8jr+6y = 50. 

En raisonnant ici de meme que dans la question pre- 
cedente , on prendra la valeur de y dans la premiere 
equation , et on aura 

74 — 12ir 

y= — 7 ; 

on mettra cette valeur dans la seconde en la multipliant 
par 5, puisqu'il y a 8y, et il viendra 

equation qui ne renferme plus que la seule inconnue j*. 
En la resolvant , on aura successivement 

S6x + 870 — 60x = 350 , 
a70 — 4^ = 350; 

passant -^ Ax dans le second membre, et 850 dans le 
premier, on obtiendra 

370— 880 = 4x 
20=4ar 



4 -"•* 



= 



Ofi 



Connaissant x, qu'on rient de trouver egale a 5 , si on 
met cette valeur dans la formule 

74 — 12* 
y = Jt — » 



le MoODd Biembre derioidra oonna, et Ton Mint 
74—15x8 74 — 60 U . 

ainsi y =s 3. 

L'homme gagnait done 5 francs par }oar, tandis qae 

la femme et le fils n'en gagnaient qne 2. 

I. 

87, Le lecteur aura peat-etre remarqa6 qu'en resolr 
vant plas haut Tequalion 370 — 4jr = 850 , j'ai fait 
passer kx dans le second membre : j^en 91 use ainsi pour 
^luder une petite difficult^ qui aurait eu lieu sans cela, 
et dont je yais donner Teclaircissement. 

£a laissant kx dans. 1q, premier membre | et passant 
270 dans le second, on aurait 

— 4^ = 880 — S70; 

etredoisant le second mefxibre suivant la r^e dnn"* 19, 
il en serait r^lte 

— ijtss — SO* 

Mais puisquW a evite dans le numei'o precedent le 
signe — qui affecte la quantity 4r, en pasasnt oeite 
quantite dans I'autre membre; que pareillement la quan- 
tite 850 — 870 est derenue 870 — 850 en changeant de 
membre; et enfin qu'une quantite en passant ainsi d'nn 
membre dans un aatro;, change de ligile (10) , il est 
evident qu'on pent paiTenir aax mdmes iies^dtatfl , en 
cbangeant immediatement le signe des quantit^s — kx, 
+ 850, — 870, ce qui donnera 

4x== — .850 + 870, 
on 4ar =1 870 — 850, 

equation qui est bien la meme chose que 

870— a80B4«. 
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On peat mdme n'op^rer le changement de signe que 
sur le dernier resultat 

— 4p=— 20; 

et il vient alors , comme plus haut , 

4^ = 



II snit de la €pa!on pourra transposer indifferemment 
dans un m&mJbre ou dang V autre, touies Us quantitSs 
affecteei de Vinconnue; on ohservera eeulement de changer 
en TnSme temps les signes dans les deux membres du der^ 
nier risultat, torsque Vinconnue sera (iffectie du signe — • 

88. Avant d'entreprendre , par le moyen des lettres , 
la resolution generate du probieme du nnmero 56,je 
vais examiner encore un cas particulier. Je suppose que 
la premiere somme re^ue par Touvrier soit 46 fr., et 
la seconde 30 fr., les autres circonstances demeurant 
d'ailleurs les memos; les Equations de la question seront 

iadr+7ytt=46, 
8^4-8y=20. . 

La premiere donne — 

48 — 12:r 

y = — 7 — ; 

multipliant cette Taleur par 5, pour mettre le resultat a 
ia place de 8y dans la seconde, on aura 

2S0— 60x \^ 
8jr+ j^. — = 80; 

faisant dlsparaitre les denominateurs , on obtiendra 

S6jr+2S0— 6bar=2l0, 
ou 56ar— e0ar=210 — 2*0, 

ou -i* 4;r=3 — 20; 
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et changeaniles signes des deux membres, d'apris la 
remarque du nomero pr^c^dent, on trouvera enfin 

Si Ton substitue , dans rexpresBion de y, a la place 
de X sa valeur 5, il yiendra 

46 ---60 

y= — s — ; 



et redoisant le numerateur de la valeur de y, on aura 



y = 



7 • 



Maintenant, comment faut-il interpreter le signe — 
<jui affecte la quantite isolee 14 ? On con9oit bien ce que 
c'est que Tassemblage de deux quantites s^parees par le 
signe — , lomque la quantity a soustraire est plus petite< 
que celle dont on doit la retrancher ; mais de quoi peut- 
on retrancher une quantity qui n'e&t jointe a aucune 
autre dans le membre ou elle se trouve ? Pour ^claircir 
cette espece de paradoxe , le meilleur moyen qui s'oflTre, 
c'est de remonter anx equations mSmes qui expriment 
les conditions de la question ; car tenant de plus pres a 
son enonce , on y lira mieux les circonstances qui ont 
amene la difficult^ presente. . . 

Je reprends done Fequation 

je mets a la place de j: Ba Taleur 5, et il vient 

60+7y = 46. 

La seule inspection de cette equation y fait reconuaitre 
one absurditc. En effet , il n^est pas possible de former 
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le Dombre 46 en aj<mtant qudque dbose au nombre 60, 
qui seal sarpasse d^a 46. 
Je prends aassi la seconde Equation 

ar+5y=:ft0, 

0t Eiettant 8 au Uea de 4r , je troave. 

40+%=S0j 

merae absurdite que tout a I'heare , puisqa'il faudrait 
que le nombre SO pdt se former en ajoutant qaelqne 
chose au nombre 40. 

Or les quantitds ISj!* ou 60, dans la premiere equation, 
8x ou 40, dans la seconde, expriment ce que gagne Ton- 
Trier par son seul travail ; les quantites 7y et 5y repr^- 
fientent les gains attribues a sa femme et a son fils; 
tandis que les nombres 46 et 30 designent les sommes 
donnees pour le salaire eommun de ces trois personnes r 
on doit bien voir a present en quoi consiste Tabsurdit^* 

B'apreis Tenoned , I'ouvrier gagnerait plus a lui seiil 
qu'il ne le fait aidd de sa femme et de sou fils : il est 
done impossible ie considerer I'argent attribu6 au 
travail de la femme et du fils , comme auginentant le 
salaire de cet ouvrier. 

Mais si , au lieu de prendre I'argent attribu^ a la 
femme et au fils comme un gain, on le regardait comme 
nne depense faite par eux a la charge de Touvrier, alors 
il faudrait retrancher cet argent de celui que l^homme 
aurait gagne seul , et il n*y aurait plus de contradiction 
dans les equations, poisqu'elles denendraient 

60 — 7y=46, 

40— %=ao. 

On tirerait de Tune comme de Fautre ^ 
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et on c<mcloraft cte Ja que si Tonyrier gigne B fir*, par 
jour, sa femme et son fi]s lui occasionent nne d<SpeiMe 
de S fr., ce qu'on peat d'aillours verifier ainsi : 
Pour 12 jours de travail , il revient a Fouvrier 

6^'- X n ou 60*^" ; 

la depense de sa leiunie et dfi son fils , pendant 7 jours^ 
eat do . 

y- X 7 on !*''• : 

11 lui reste done 46 fr. 

Poiir 8 jours de travail , il revient a Touvrier 

8^'- X 8 ou W" ; 

la depense de sa femme et de son fils, pendant 5 jours^^ 
est de 

2''* X 5 ou 10^'* : 

il lui reste done SO fr* 

. II est bien clair a present qu^ Tenoned dn nnmero 88, 
il faut, pour que le probleme propose soit possible 
avec les donnees precedentes , substituer ce qui suit : 

Un ouvrier travaillant chet un partieulter pendant 

12 jours, ayant eu avec lui , lee 1 premiers joure, sa 
femme et son fils , qui lui occasionaient une dipense , 
a repu 46 francs^ il a travaille ensuite 8 autres jours , 
sur 8 desquels il avaii avec hti sa femme et son Jils,, 
dont il devait encore acquitter la S^pense ^ et il a repu 
iOfr. On demands combien ilga^nait par jour, et eom- 
Hen dSpensaientg dans le m^tne temps , sa femme et son 

JiU, , 

En nommant x le fain journalier de Touvrier^ et y la 
depense de sa femme et de son fils, pour le m6me temps^ 
les ^nations du probleme seront evidemment 

12* — 7y = 46, 
Zx — 8y s SO ^ 
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et dUnt r^solnes comme cellos da numeio 56 , ellei 
donneront 

59. Dans tous les cas oil Ton troavera pour la valear 
de rincpnnae an nombre affecte da signe — , on poarra 
rectifier Fenonce de la qaestion d*ane maniere analogae 
a la precedente, en examinant avec soin qaelle est la 
qaantite qai , d'additive qa'elle etait dans le premier 
^nonce, doit devenir sonstractive dans le second ; mais 
I'AIgebre dispense do toute recherche a cet egard , lors- 
qn'on sait operer conyenablement sar les expressions 
affect^es da signe — ; car ces expressions 6tant d^daites 
des equations du probl&me, doivent sat^ffaire a ces 
equations : c'est-a-dire qu'en les soumettant aux ope- 
rations indiqa^es dans Fequation , on doit trouver, poor 
le premier membrc, une valeur ^gale a celle du second. 

Ainsi^ Texpression _ >, tiree des equations 

12x+7y = 46, 
8ar + 8y=5:30, 

doit , conjointement avec la valeur f = 5, deduite des 
mSmes equations , les verifier toutes deux. 

La substitution de la valeur de s donne d'abord 

60+7y«=4e, 

— 14 , 
11 reste a faire la substitution de — s — a la place de y^*^ 

et pour cela , il faut multiplier cette expression par 7 et 
par 5, en ayant ^gard an signe — dont elle est affect^. 
Si Ton y applique la regie des signes , donnee dans 
le numero 4S, pour la division , on aura 

n — — ^9 
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pnis^par la r^gle des sig^es relative a la multiplication; 
on obtiendra 

7x — 2=— 14, 
8x — 2 = — 10. 

Les eqnations 

60+7y =s 46 et 40^-By = 20 , 
deyenant respectivement 

60 — 14=46 et 40-~10 = 80, 

seront y^rifi^es , non pas en ajontant las deux parties 
da premier membre , mais bien en retranchant la se- 
conde de la premiere, comme on Fa fait pins haut, 
d'apres la consideration de la forme de ces equations. 

60. Les donates du probleme du numero 88 n'ont pas 
permis de le resoudre dans le sens du premier ^nonce, 
c'est-a^'dire par addition , ou en regardant comme. un 
gain I'argent attribue a la presence de la femme et du 
Sis de rouvrier ; le second enonce ne conTieudrait.paa 
dayantage aux donnas du problei^e du numero 56. 

Si on youlait considerer, dans ce cas , y comme ex-^ 
primant une d^pense , les equations 

llr — 7y = 74, 
&r~5y = 80/ 

qu*on aurait alors , donneraient 

jr=5 et y= — j- ; 

et la substitution de la yaleur de s cbangerait d'abord 
ces Equations en * 

60 — 7y = 74, 
40 — 8y = S0. 

L'ab6urdit6 de ces r^ultats est precisAnent contraire k 
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oelle des reBoUatt da munflro 58, piiiM[a'il s'^i^t ici de 
parrenir a des restes plus grands que les nombres 60 e( 
40, dont on retranche les (joantites 7y et 5y. 

Non-sealement le signe — qui affecte Fexpression de 
y indiqae Tabsardite, mais encore il la redresse; car, 
suiyant la regie des signes, 

ct — 7x — 2=-i-U 

~5x — 2=-f.l0. 

Far ce moyen , les equations 

60— 7y = 74, 40 — 5y = 50, 

devenant 

60 -t- 14 = 74, 40-4-10 = 50, 

se T^ifient par addition ; et par cons^uent les quan* 
tit^ — 7y et — 5y, transformees en -h 14 , -+- 10 , au 
lieu d'exprimer les d6penses a la charge de FouTrier, 
tont regard^s comme un gain pour lui : on retombe 
done encore , dans ee cas , snr le veritable ^nonc6 de la 
qnestioB. 

61. On apprend, par les exemples precMens, quV/ 
peut se trouver dans les inonees dss problhmes du pre^ 
mierdegri, eertaines contradietions que VAlgehreJait 
non^seulement connailre, mats dont elle tndtque encore 
la rectification, en rendant soustraciives des quantitSs 
qu'on avait regardees comme additives » ou additives des 
quantitis que Von avait regardees comm,e soustraciives , 
ou en donnant pour les inconnues des valours aiffecteos 
du signe — . 

Voila ce qu'il faut entendre lorsqu'on dit commune- 
ment que les valeurs affect^es du signe — , et qu'on 
appelle oolutions negatives , resolvent, dans un sens op- 
pose a son enonce, la question ou elies se rencontrent. 
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II suit de la qa'on peat regarder comme ne formant, 
a proprement parler, qu'une seule question , celles dont 
les enODoes sont li^s entre e«x de maniere que les 
solations qui satisfont a Tun des ^nonc^s penyent, par 
mi eimple changement de signe, satisfaire a Fautre. 

63. Paisqne les quantity negatives resolvent , dans' 
Qn oertain sens , les problemes qui leur donnent nais- 
sance, il est a propos d^examiner de plus pr^s leur 
usage, et d'abord, de s'assurer de la niani6re dontil 
convient d'effectuer les operations indiqu6es sur ces 
quantites. 

On a ci-dessus fait usage des regies des signes , trou-r 
T^es prec^deniment pour chacune des operations fon- 
damentales ; mais ces regies n*ont point ete demoDtreea 
sur des quantites isolees. Pour la soustraetion , par 
exemple, on a suppose qu'il fallait retrancher de a Tex- 
pression b — c, dans laquelle la quantite negative^— e 
etait precedee d'une quantite positive b (30). On r^dui-* 
rait bien b — ck — e, en faisant ^ £=s , ce qui change- 
rait le resuUat en a+c; mais le raisonnement employ^ 
^ Fendroit cite, supposant Texistence de la quantite b, 
ne parait pas qomprendre ce cas ; et la th^orie des quan- 
tites negatives etant a la fois Tune des plus importantes 
et des plus epineuses de I'Algebre , il est a propos de 
I'appuyer sur des bases solides. Pour parvenir a ce but, 
il faut remonter k I'origine des quantites negatives. 

La plus grande soustraction que Ton puisse operer 
sur une quantity, c*est de la retrancher d'elle-mdme; 
et dans ce cas , on a zero pour reste : ainsi , a — a == 0« 
Mais lorsque Ik quantite a retrancher surpasse celle dont 
il faut la retrancher, on ne pent plus effectuer en entier 
la soustraction ; on ne fait qu^op^rer, dans la quantity a 
soostraire , one reduction eg^le k la quantity dont elle 
devrait £tre 6tee. Lorsque de 8, par exemplq, il fau^ 
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retrancher 5 , ou qa*OD a la qaantite i — 5 , en dtant 
d'abord S de 5, on decompcMe 5 en deox parties 3 el 2, 
dont la sonstraction sncceasiYe reviendrait a oelle de 6 ; 
et par Ik, an lien de 3— 5, on a Texpression ecpuTalente 
3 — 3 — Sqniserednita — 2. Lesigne — qoi precede S 
montre qne e'est ce dont il s'en faut que la sonstraction 
ait pu s'operer toat entiere , en sorte que si Ton eut 
ajoute S a la premiere des quantites, on aurait en 3*«^S 
— 5, on zero. On exprime done , au moyen des signes 
algebriques , Fidee qu'on doit attacker a la quantity 
negative — a, en forniant I'^quation <»-^ a c=s 0, ou en 
regardant les symboles a — a, 6 -^ b, etc., conune 
equivalens a zero. 

Gela pos^ , on con^oit que si Ton joint a la quantitd^ 
quelconque a le symbole b — b, qui n'est au fond que 
z^ro, on ne changera point la valeur de cette quantity, et 
que par consequent Texpression a-^b — b n'est qu'une 
autre mani^re d'ecrire la quantite a ; ce qui est d'ailleurs 
indent , puisque les termes -I- ^ et — ^ se detruisent. 

Mais ayant , par ce changenient de forme, fait entrer 
dans la composition de a les quantites + ^ et — ^, on 
Toit que pour soustraire Tune quelconque de ces quan- 
tites , il suffit de reflTacer. Si c'est + b qu'on Teut sous- 
traire de a, on I'efiacera , et il restera a — i, ce qui 
s'accorde avec la convention etablie n® 2 ; si c'est , au 
contraire , — b, on effacera cette derniere quantite, et 
il restera a-^-b, comme on le conclurait du n® 20. 

A regard de la multiplication , on remarquera que le 
produit de a — a par + b^ doit etre ah — ah parce que 
le multiplicande etant egal a zero, le produit doit aussi 
dtre zero ; et le premier terme etant ab, le second doit 
n^essairement etre — ah, pour detruire ce premier* 

On conclura de la que — amultiplie par -h b doit 
donner— ^a^. 



D'ALOftBEX. OS 

En maltipliant a par b — 3, on anra encore a6 -^ ad, 
parce que le multiplioateur etant ^gal a z^ro , 1e produit 
sera aussi 6qblI a z^ro ; et il faudra par cons^qnentque 
le second terme soit — ah pour detruire le premier + ad» 

Done + a multiplie par — b doit donner — ab. 

Enfin si Ton multiplie — a par b — b, le premier terme 
du produit etant , d'apres ce qui precede, — ab, il fau- 
dra que le second terme soit + ab, puisque le produit 
doit ^tre nul en meme temps que le multiplioateur. 

Done — a multiplie par — b doit donner + ab. 

En rapprocbant ces resultats, on en d^duit les meihes 
regies que celles du n° 31. 

Le signe d'un quotient , combine avec celui du divi- 
seur , suivant les regies propres a la multiplication , 
devant reproduire le signe du dividende, on conclura 
de ce qui yient d'etre dit, que la regie des signes, donnee 
n® 42, convient encore au cas actual, et que par conse- 
quent ies quantitet monome*, lortqu'elleg sont isoUe*, te 
combtnent, par rapport a leurs signei, de mSme que lors" 
' qu'elles font partie des polynomee, 

6S. D'apres ces remarques on pourra toujours , lors- 
qu'on rencontrera des valeurs negatives , remonter au 
veritable enonc6 de la question resolue , en cherchant 
de quelle maniere ces yaleurs.satisfont aux equation^ 
du probleme propose; c'est ce que I'exemple suivant, 
quiserapportea des nombres differens d'espece de ceai; 
de la question du n^ 56, confirmera. 

64. Deux courriers, pour aller a la rencontre Vun de 
Vautre , partent en mSme temps de deux villes dont la 
distance est donnSe^ on saitcombien de kilomktres chaque 
eourrier fait par heure, eton demands k quel point de la 
route qui Joint les deux villes, ces courriers se rencon^ 
treront. 

Afin de reiidre plus evidentes les circonstances de la 
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jijiiestion , j'ai plac^ ciniessoas une figure dans iaqnelle 
leg points indiqa^s par les grandes lettres A et B, repti* 
sentent les lieu^ de depart des coarriers^ 



A R B 

J'exprimerai k Tordinaire par de petites lettres les 
donnees et les inoonnues de la qnestion. 

a la distance des points de depart A et JB, 

h le nombre de kilometres que parcourt dans nne 

henre le courrier parti du point A , 
c le nombre de kilometres qne parcourt dans lo 
mSme temps le courrier parti du point B. 
La lettre R etantplacde au point de rencontre des deux 
courriers, jenommerai jrle chemin^/2 fait par le premier, 

y le cbemin BR fait par le second ; 
et comme 

AR-^BR^i AB, 
j'aurai I'eqnation 

Gonsid^rant ensnite que les cbemins x et y sont par- 
conms dans le m^me temps , on remarquera que le pre* 
mier conrrier, qui fait tin nombre h de kilometres en 
nne henre de temps y emploiera k parcoarir Fespaee s, 

un temps marqu^ par t* 

De m6me le second courrier, qoi fait un nombre c 
de kilometres en une heure, emploiera a parcourir le 

cbemin y, un temps marque par ^ ; on aura done 

9 y 

Les Equations de la qnestion seront par consequent 



En faisant disparaitre le denominatear ,i de la 9Qr- 
oonde, on aura 

' S 4 ' » 

t 

T 

ksettant cette valeur de x dans la premiere £q[aation , 
celle-^ci deviendra 



bn en conclara 



6+e 



Remettant la raleor de y dans celle de x, on obtien- 

dra ' ' ' -""'^' 

st=z- X -T— • ou jr = T^-r-v (83), 
onenfin '^ 

•••.•■■'■ '=jr;"(8»)v ' :r ■.•■■•'/ ^ 

Poisqa'il n'entre ancun signe — dans les TaletLrs de 
X et de y, il est Evident que quel^ued noitibres qn^on 
prenne pour les lettres a^ h, c, on tfdurera toujours 
ponr X et pour y deux nombres affect^s da signe 4- , 
et que par consequent la question propos^e sera tou- 
jours resolue dans le sens precis de son enonc^. Eneffet, 
on con9oit fkcilem^nt que dans tobis les cas oii deux 
courriers vont en mSme temps Fun Ters I'autre , ils doi- 
Tent n^cessairement se rencontrer. > ~ 

65. Je suppose k prtont que les deux courrierft 

* aillent dans le mSmo sens; celui qui part du points 

eourant apr&s celui qui part du point B, et qui tend 

yers un point C, plac^ an-dela du point B, par rapport 

7 
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tlftVftlfS* 




aa point A. ■ 








f 


1 



£ R 

II est ^yident que , dan^ cette hypothese , le counier 
parti da point A ne pent rencontrer. le coamer parti 
dd point B , qu'autant qa'll ya plus yite que ce dernier: 
et le point de rencontre R n'est plus entre A,eiS, mais 
au-dela de B , par rapport 4 v^.- 

En conseryant les memes donnees que ci-dessus ,.et 
en obseryant qu'alors 

on aara 

■ • • • " r 

^< • • ' t . * - >.. . . - • »• • < 

x — yhza. . , 

La sec/Qnde Equation ' v 

b C f"'..!' ' • 

f 

n^xprimant que Tegalite . des teinps employes par les 
■coarriers a parconrir les espaces AR et BR, ne change 



*. * 



Lei» deui; equa^^ioijis qi-d^j^sus , etant rescues comme 
Ips pi^ijc^dentes, donnent 






et enfin 









tf ,0 — e c{fi — c) 






t < 



\ 

Ici les Taleurs de ^ et de y ne seront positives qu'au- 
tant qu'on prendra B plus grand' que c, c'est*&-dire 
qu'on snpposera que le coBrrier parti da point A va 
plus Tite que Fautre. 

Si Ton fait, par exemple, 



on a 



^ = 20, tf=:10, 



SOa _?0a_ 



ao— 10 10 
lOg _10g_ 
^~20— 1Q~ 10 ~*' 

d'oi& il rdsulte que le point de rencontre R est ^loigne 
du point A de deux fois AB. 

Si Ton suppose ensuite 6 plus petit que <?; qu'on fasse, 
par exemple , 

^rsslO, cs:a0, 

on trouve 

10a 10a 






10—20 —10 
__ 20a aOa ^^ 

y— 10— so"^— lo"*" 

Ces valours etant affectees du signe — , font voir que 
la question ne pent plus etre r^solue dans le sens de 
son enonc^ ; et en effet il est absurde de supposer que le 
courrier parti du point A, ne parcourant que 10 kilo- 
metres par heure , puisse jamais atteindre le courrier 
parti du point B, qui fait 20 kilometres par heure , et , 
qui est en avant du premier. 

66. Gependant ces mimes valours resolvent la ques- 
tion dans un certain sens ; car en les substituant dans 
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iLimifs 


les equations 




• 


JT — y = a. 







on a , par les regies des signes , 

a 2a 

""T&~~20' 

equations qui sont satisfaites , puisqu'en effectuant les 
reductions qui se prdsentent , le premier membre de- 
Tient ^gal au second ; et si Ton fait attention aux signes 
des termes qui composent la premiere , on yerra com* 
ment il faut modifier I'enonce de la question pour en 
6ter Tabsurdite. 

£n effet , c^est le chemin a, correspondant ksei par- 
couru par le premier courrier, qui est T^ritablement 
soustrait du cbemin %i , correspondant a y et parcouru 
par le second courrier : c^est done comme si Ton ayait 
change y en jt et jr en y, et comme si Fxm ayait suppose 
que le courrier parti du point B allat apres I'autre. 

Ge changement dans Tenoned en produit un dans la 
direction du cbemin des courriers ; ils ne tendent plus 
yers le point C, mais du c6t^ oppose , yers le point C; 
comme le montre la figure suivante : 



. O R' A B R C 

et leur rencontre se fait en R. II r^sulte de la 

BR—AKz^AB, ' 

ce qui donne 



d*ail1ears , on a toujours 

5 y 





r 


~c' 


et on trouTerait 






*=as 


ah 
e — b 


10a 
"20—10 


y= 


ae 


20a 
20—10 



ss a 



sSa: 



valenrs positkes , qui rdsolvent la question dans le sens 
precis de son ^nonce. 

67. Gette question presente nn cas dans lequel elle est 
tout-a-fait absurde. Ce cas a lieu lorsqu'on suppose quo. 
les deux courriers vont ^galement vite ; il est visible 
que de quelque c6i6 qu*bn les fasse marcher, ils ne peu- 
vent jamais se rencontr^p, puisqu'ils conservent entre 
eux Tintervalle de leurs points de depart. Gette absur- 
dity, qu'aucune modification dans Tenonce ne pent faire 
disparaitre, se manifesto bien evidemment dans les equa- 
tions. 

On a alors b^=sc, poisque les courrierB, allant ^gale- 
ment vite , parcourent le m6me espace dans une heure ; 
r^quation 







*_y 


deyient 




'h~b 


et donne 




*=y. 


Par la 1 


'Equation x 


— y = a se change en 




X — jr = 


va ou 0=a, 



r^sultat bien absurde, puisqu'il suppose nulle une quaa-. 
tit^ a dont la grandeur est donn^e^ 
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68. Gette absurdity se montre d*ane mani^re asses 
singaliere dans les Taleun des inconnaes 

ab ac 

leur denominateur b — c deTeuanl lorsqae 5=ze, on a 

ad ac 

On n'aper9oit pas aisement ce que pent £tre le quo- 
tient d*une diviluon , quand le diviseur est zero ; on voit 
seulement que si Ton prenait 6 f res voisin de e , les 
▼aleuirs de dr et de ^ deviendraient tres grandes. ^Pour 
s'en conTaincre , il n'y a qa'a prendre 

on aura xtsss—^sssWa, 

qu'on passe ensuite a 

on aura 

6fl 



0,1 



=60a. 



6,9a tjo 
qu*on fasse encore 

il viendra 



sure qu'on rend plus petite la difference des nombres b 
et e^ on obtient des T^ai(Qitts.de pluis en plus grandes. 

Gependant, comme quelque petite que soit une quan- 
tite , elle pe jp^utJamaisK^tre pri,se pour z^i*o ; il Vensi^it 
que quelque pen. diffei^ns qu'on supposat les nombres 
representes par les lettres ^ et ^, et quelque grander que^ 
fnssent par consequent les valeurs d^x et de y r^sul- 
tantes, jamais on' li^atteihdrait li cellel^qui r^pondent 
a^e9i»o^isptiC4 . ■' r.. ., • ' ' • . -- 

Ges derni^res ne pouvant etres^presentees parauontK 
nombre, quelque grand qu'on 1^ suppose, sont dites 

injfiniei^ et toute expression de la forme -^, dont le 

denoinmateur est zero, est regardee comme le symbole 
dCiYinfini* ' .' 

- Get exemple montre que Vinjini mathematique est 
iine4df6e h^gatiye, puisqil^on ^'jigixr^i^^m^^^i^hT. riittr 
pofsihi^tf^d'assi^ner une quantit(> qpi puissc ndspudre. 
la question. - r 

On pourrait demander ici comment les yaleurs 

' • " ■ 

ah ac 



satisfont aux ^nations proposees; car c'est une pro- 
priete essentielle de TAlgebre que les symboles des ya- 
leurs des inconnues, qu)^.s qu'ils^soient, etant soumis 
aux operations indiqu^es ^r Ces inconnues, satisfassent^ 
aux equations du. pr^qjij^e; _ ,. /., 
En les substituant dans les equations 



.._ t 



X — y:=sa, 



••I 



X 



» 



. — y 
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qai repofid^t aa cas oik bsAe, ojh a, par la premi&re, 

. ■*' ' ' ' 

ab ah ^ 

ou ^ =^ ou db — a^esitxO, 

; ' 



« » 



« 1 



ou enfiii 

Oqss^O^ puisqae axO=::0. 

La seconde Equation donne , dans la m^me cirooiw 
stance, 

Ox*~6xl' 

les deax membres de chaqae Agnation devenant ^gfaox, 
ces equations sont satisfaites. 

II reste encQre a expliquer comment la notion indi- 

qude pai^roxprcasion -jr , oorrige Fabsurdite du r&oltat, 

trouT^ dans le n* 67. Pour cela, on divisera par x lea- 
deox membres de Fdquation 

on aura 

» y • i !> 

b~h 

donne x^ssiy, la premiere deviendra 

1 — 1=- ou = -. 

X X 

L'erreur consiste ici dans la quantite -, dont le second 



\ 



xieiiib^ snrpasse te pr^tnic^ ; mais cette erreur deTien- 

dra d6 plafl en plus petite, a mesare qu'on prendra 

paur X Qn plus grand^'nombre^ G'est done arec raUon 

que I'Algebre donnepour xune expression qu'aucun 

nombre, quelque grand qu'il soit, ne saurait repr^- 

senter, mais qui, Tenant k la suite de celles qui repre- 

sentent des nombres de plus en plus grands, indique 

dans quel sens on peut attenuer de plus en plus I'erreur 

de la supposition. 

« 
, 69, Si' les eourriersy- allant ^galement vite et dans le 

mSmo sens, partaient da m^me point, leurjonction ne 

se ferait plus a un point particulier , puisqu'elle aurait 

lieu dans toute I'etendue de leur course : il est bon de 

Toir comment o^tl^ circonstance est representee par lea 

, valours que prennent dans ce cas les incounues or et y«. 



Le point A et le point B etant confondus ensemble, 
OB a, pour ce cas, assO, et tonjoui^ hssse; il vient done 

0.5 O.c 

' — To' ^ 

Pour interpreter ces valeurs, qui indiquent une diyi - 
sion dans laquelle le dividende et le diviseur sont nuls 
tons les deux, je remonte aux equations de la question. 
La premidre, devenant 

s-^ffssO, donne xz=:yf 

et substituant cette yaleur dans la seconde equation , 
qui est alors 

-=?f ilvient 2_y 

La derniire ^uation ayant ses deux membres tden- 
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Hfue$^ c^e»(>a-dire cooipose^ dei^;md>iies torm«9/pri« 
avec le meoie «igne, est $atisfaite, qi^elqae ▼alear:4u'im} 
as«gne a y^ et ne saurait determi^^r ceUe iaeooiijia** 
D'ailkara, il est evident que rec[i»ajti<» 






^:=^ . revient a . ar=y>, « 

et. aexprime par conseqaent rien de plus que la prer 
miere i^)» U'resulte seulement de Tune et de rdutre, 
que les deux courriers seront toujours ensemble, puis- 
que les distances s: et y partent toutes deux du poiht Ay 
^t sont ^gales, leur valeur r^^nt d^ailleurs- iildi$«er'- 
min^^ L'expression ^ est done ici le symbole* d'inef 
qtiantite ind^termin^e : je dis ici , car it ^^a des Oa^^^ 
cela n'est pas; niais alofs Texpression p^opos^ n'a paHf 
la m6nie origiii^ que la prec^dente. • 
70. Pour en donner un exemple , soil 

a{a^ — ^») " 
bla—b) ' 

Gette quantitedevient ^dans sa forme aetuelle, lorsqu^^a 
fait a =^; majs si on la reduit d'abord a sa plus simple 
expression, en sQpprimant le facteur i]^ -^ ^y commun au 
num^rateur et au denominateur, on trouve 



ce qui donne 2a quand a=^. ' «'^. • - j ; r.T 



(*) Pour abr^ger le discours, les analystes appliqueot aiu^^^a- 
iions mcmes , repith6te di^tdentiques. 

%=^K est une equation ideatiqae. 5 -r* 3j: =: 5 •— 3« en est une 
ho V. 

autre ; et quand deui Equations n'expriment que la meme chose , 
on dit aussi que ces ^quatioqs sont identiques. 



Hn'eti est pds de mdme des valeurs de 4: et de y, 
troiiT^ dans le n* precedent ; car elles ne sont pas^ 
susceptibles d'etre rMuites i nne plus simple expreasioD. 

II suit de ce que je viens de dire , que lorsqu'dn ren- 
contre une expression qui devient ^ , il faut , avant de 
prononcer sur sa valeur, chercher si le numerateur et 
le denominateur n'ont pas quelque facteur commun 
qui, devenant nul , rende ces deux termes egaux a zero 
en raerae temps ; et en le supprimant , on obtiendra la 
vraie valeur de Texpression proposee. II y a cependant 
des cas qui pourraient echapper a cette methode ; mais 
les homes de cet OuvfagQ ne me permettent que de 
faire remarquer le^ai^ analyiique, C*est en traitant du 
Calcul differentiel , qu'on donne les precedes generaux 
pour trouver la vi^ie yaleur des quantites qui deviea- 
nent^(*). 

71. Ce qui precede fait voir bien clairement que f&« 
solutions algehriques, ou sdtisfont completenient h Vinoncd 
dujprohlbme , quarid il est possible, ou indiquent une ma^ 
dij^cation a faire dans V^oncS, lorsque les donnies pri^ 
sentent des contradictions qui peuvent Stre levees, ou enfin 
/ font connaitre une impossihilite absolue , lorsquHl n^y a 
aucun moyende, rksoudre^ avec les mSmes donnkes , une 
question analogue dans un certain sens a la proposee. ' 

. 72. II fftutlremarquer dans la solution des difEerens 
cas de la question precedent , que le ch^ngemeitt de 
signe des inoonnnes a? et y repond a un cbang^ment 
dans la directtoii de^ cbenins que ces inconnues repre<- 
aeoient. Qiiand Finconnue y etait comptee de J? v^s jd, 
elle ayait dans I'equation , 

a; ^ yzssa. 



(*) Voyez le Traits du Calcul diffSrentiel et du Calcul integral, 
torn. ly ou le Traits ^UmenUsire sur le m^me sujet. 
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le signe + , et elle a pris le signe — pour le second cas , 
lorsqa'on Ta portee do c6te oppos^, de B yers C, n^ 66^ 
puisqu*Ott a eu pour premise Equation 

. En effectuaat ce changemant da signe dans la seconde 
Equation 






on trouverait 



^ —y 



rdsnltat qui n'est pas oelui qa*on a donne dans le n® cite^ 
mais il faut observer qtie le cbemin y se compose par- 
des multiples de I'espace c que pareourt en une heure le 
courrier parti du point B, et cet espace etant dirige dans 
le m6me sens que I'espace y, doit ^tre suppose de meme 
signe, et prendre par consequent le signe — lorsqu'on 
le donne a y .* on aura , par cette remarque , 

s — y X y 

b — c e 

11 suffit done d*un simple changement de signe pour 
comprendrele second cas de la question dans le premier ;^ 
et c'est ainsi que I'Algebre donne a la fois la solution de 
plusieurs questions analogues. 

Le probleme du n® 15 en o£fre un exemple bien evi- 
dent. On a suppose dans cet article , que le pere devait 
an fils une somme d; si on veut rdsoudre la question 
dans Fbypoth^se contraire, c'est-a-dire en supposant 
que le fils doive a son p^re la somme d , il su£Bra de 
changer le signe de d, dans la valeur de x, et Ton aura 

he — d 
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enfin , si on les suppose quittes Fim enTers I'autre , il 
faodra faire ds=0 , et il Tiendra 

he 



a + ^' 



Rien n'est plus ais^ qae de y^rifier ces deux solutions, 
en mettant de nouTeau le probleme en equation , pour 
chacun des cas qu'on Tient d'^oncer. 

73. Ge n^est que pour conserver Fanalogie entre les 
probl^mes des n^' 86 et 64 , que j'ai employ6 deux in* 
connues dans le second. On pourrait r^soudre Tun et 
I'autre ayec une seule inconnue; car, lorsqu'on dit que 
Touvrier a re9u 74 francs pour 12 jours de son travail 
et 7 de celui de sa femme et de son fils, il en resulte que 
si Ton nomme y le gain de la femme et du fils, et que de ' 
74 francs on 6te 7y, il reste 74 — 7y pour 12 journ^s 

de Fouvrier, d'ou il suit qu'il gagne ~ par jour. 

Galculant de meme son gain pour la seconde circon- 
stance, on trouvera qu il gagne j—-^ par Jour. 

En dgalant ces deux quantites, on formera Equation 

12 ~ 8 • 
De meme, dans la question du n® 64, 



A R B 

si X designe le chemin AR fait par le coturier parti du 
point Af BRsssa — x, sera celui du courrier parti du 
point B en allant vers A; ces deux chemins etant faits 
dans le mdme temps par les courriers qui parcourent 
respectiyement les nombres ^ et e de kilom^res par 



no 


tltURS 


heare, en «nra 


• ' ■ , . 




* a-^i , 




b-~ e ' 


d'ott 


• ■ 




ex — ah — hx. 




• 




ab . 



La difference entre les solutions qne Ton vient de 
donner et celles des n°' 56 et 64, ne consiste qu'en ce que 
] W a forme et resolu la premiere equation par le se» 
COOTS da langage ordinaire , sans y employer I'ecriture 
alg^brique ; et il est evident que plus on pousse loin 
I'usage da premier precede , moins il re$te a faire avec 
le second. 

74. On ajoute quelqaefois au probleme du n® 64 , 
une circoostance qui ne le rend pas plus difficile. 
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On suppose que le courrier parti du point B s'est mis 
en marche un nomhre d d'Tieures avant celui qui part 
du point A. 

II est evident que cela revient a changer le point de 
depart du premier; car s'il fait un nombre c de kilo* 
metres par heure , il parcourra un espace jff C== cd en 
d d'heures , et se trouvera au point C, lorsque Tautre 
courrier partira du point A; en sorte que rintervalle 
des lieux de depart sera 

AC—AB--BC=a^cd. 

En ecrivant done a — cd, a la place de a, dans I'd* 
quation da n^ precedent , on aurA . 

X a* — ed-^x * 

i c \- 



ah -^bcd 
h + e ' 



.J 
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' Si les «0iiiTi6rB allaient dans le mdme sens 

A B C R 

rinterralletles \kuix de depart serait 

le chemin parcouru par le courrier parti da point ^i^ 
serait ^^ii^tandis que celui de Tantre courrier serait 

CRr^AR—AC; 
on aurait done 

x^^ A* — a — ed 
h c 

d'o6 

> . ' . . • ■ • » . 

* — — < • 

^ — c 

75. £nonce de cett& maniere ^ le probleme pr^sente 
un cas ou I'interpr^tation de la valeur negative trouv^e 
pour X t offire quelque difficult^ ; c'est lorsqu'en faisant 
aller les courriers • en sens contraires , on donne au 
nombre d une valenr telle, que Tespace BC, repr^sente 
par cd, devient pins grand que a, qui repr^sente AB. 
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Alors le courrier parti du point B^^e trouve en C de 
I -aotre c6t6' de A, au moment ou Ton fait partir celui-ei 
rdsB le pmnt B : il y a dono * abaurdkiS k snppos^r que 
les deux courriers puissentatnsi. se retiottrt¥)Br« 

SI Ton avait, par exempTe , 

.^.:';^fl^«400^«, ^=12^-, 0%%;^^, d=^60S 

il ek ir^ulterait ecTs^^Bd^ ; ainifi le point C serait a 
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80^ aa-dela da point A^ par rapport au point J?;iiuus 
on trouTerait alors 

400. la — 60,8. la 400.8—60.2.18 
*~ 8 + 12 *" 2 + 8 

1200—1440 240 ._ 

= g =-- g- = -48. 

Ainsi la rencontre des courriers aurait lien dans on 
point R / place a 48^ de Tantre c6t^ da point A , mais 
entre^ et C, quoiqa'il semble qae le coarrier parti deB, 
devant continaer son chemin au-dela da' point C, ne 
ponrrait 6tre joint par I'aatre courrier qu'apres avoir 
pass^ ce point. 

Poor connaitre la question r^solne dans ce cas , il 
fant substituer au lieu de s le nombre n^tif — m, 
dans r^qaation qui doTient 

"7== -c — 

on, en cbangeant le signe des deux membres , 

* • » 

On Toit que le chemin parcooru par le coarrier parti 
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du point By est cd — a—^m-y ou ce. c[ui reste ds BC, 
quand on en re tranche AB et AR, c'est- j^^dire CR, 
etque ACtmaed — a : c*est donccomme si le second 
courrier e4t du partir immediatement du point Coik il 
se trouYC au depart du premier ; mais puisqu'ils Tont 
en sens contraires , leur rencontre doit n^cessairemeht 
avoir lieu dans rintenralle AC Ce casxeoatre ainsi daqs 
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le premier de ceux du n"* 74, oii il raffltde changer 
a — ed ea ed — iapour obtenir la vfirleur qu'aurait m, 
d'apr^s Teqaation ci^diei^diur. {Voyez la note a la Jin du 
volume,) 

76. Lb probleatei du b^ 56 , ^tant g&ienilisd, s'^nonce 
ainsi qu'il suit : 

Un ouvrier aya^t faeai un nomire a dejoure dane 
une maiiony et ay ant eu avec ltd safomme et eon file 
pendant un novihre b dejoure^ a repu une eomme o; ^/ 
a pdeei eneuite dane la. mime maieon un nomhre d de 
joure ; il a eu cettefoie avec lui eafemme et eon file pen- 
dant un nominee e de joure, ell il a repu une eomme f : 
on demande ce quHl gagnait par jour , et ce que gagnaient 
e^Jhmme et eon file pendt^nt le mime tempe^ 

Soient toujours x le prixde la journee de rouvrier et 
y celui de la journee de sa femme et de son fils : 
pour un nombre a de jours , il aura ax, 
pour un nombre h de jours , sa femme et son fils auront 
by, ainsi 

pour un nombre d de jours , il aura dx, 

pour un nombre e flp jlwr« , sa femme et son fils auront 

ey, ainsi ',. ', 

dx+ey^=if: 

ToiU les deux Equations generales de la question. 
On tire de la premiere - 

c. — by 

* y 

a 

multipliant cette Taleur par d^ pour la substituer k la 
place dear> dans la ^econde equation, on aura 



, .«_ cd—^bdy 



8 
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^t par QOfis^qpawt 



.) i 



ed — hdy ' 



En faisaiit>disparattre les^ denominatMnrs de.celte eqaa- 
tion , on obtiendra 

cd'-rhiy-^aey^^af^ ' 

d*ou Ton conelnra'snccessiTement ' r. >'. . 

aey — hdy=-af — cd, 
af — cd 
^ ae — 6d' 

Gonnaissant maintenant y, si Ton met sa valea* dans 
celle dear, cette demiere sera comiue ; on aura 

,qf'— cd 






c — b 



ae — hd 



a 



Pour simplifier cette €acpres$ioik:,4l faut d'abord faire la 
multiplication indiquee sur les ^ujEintites 

09 — bd 



. .» 



ce qui donne 

ahf — bed 



ae — bd 
a 



pour reduire & au d^nominateur de la fraction qui Tac- 
compagne , et eflfectuer la soustraction de cette frac- 
tion (51) : il Tient 

♦ ace — bed — abf-h bed 
ae^^bd 



oo , en redoisant , 

. '» ace — ahf 
' ae — hd 
■ " -a (*)• 

En effectnant la division par a (58), on tronvera 

ace — abf 

et en supprimant le facteur a, commiiii au numerateur 
et au d^nominateur (S8), on aura enfin 

ce — hf 



Les valeurs 



ce — hf af — eS, 

ae — W ^ ae — hd 



{♦) Pour <ju'il n'y ait aucun doute sur le sene de cettc expression, 
il faut faire attention a la bqrre de diyisipn qui se trouTe plac^e 

daqs le corp? de la ligne. Ainsi, dans Texpression x^^—,A repr^ 

sente le dividende, soit entier, soit iractionnaire , et ^ le dlTiseur, 
dans Tune et Tautre hypotheses. D'apr^s cette conYontion, Texpres* 
A 

siondrsr: ^ signifie que as est ^gal au quotient de la fraction — 
diTisee par 5, et Texpression * = •« indique pour » le quotient 

A 

dp A diTis^ par la fraction -r^ / enfin on a, par I'expression «=-!—' 

w 

A JB 

le quotient de la fraction j^ divis^e par la fraction ^ . 

Ces remarques font sentir la n^cessit^ de placer les barres con- 
foimtoeDt au r^sultat qu*oii se propose d'indiquer. 
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s'apptiqaent de la mdme maniere que ceUea ^'on a 
trouvies ci-dessus, pour des ^nations litt^rales a one 
senle inconnne : on y substitue aa lieu des lettres lea 
nombres particidiers a Texemple qu'on a choisi. 
On obtiendra les r^sultats da n? 56 , en faisant 

tf=12, 5=7, r=7*, 
d= 8, *=s5, /=50, 

et cenx da n*^ 58 , en faisant 

a»:13, 5»7, i»»46, 

d=:=z 8, tf«»5, /«ao. 

70. Les Talears de x et de y ne conviennent pas 
sealement a la question proposee : elles s'etendent a 
toates eelles qui condaisent a deux Equations du pre- 
mier degre a deax inconnaes; car 11 est visible que 
ces Equations sont n^cesseirement comprises dans les 
formnles 

pourvn qa'on entende par les lettres a, h, d eie Ten- 
semble des quantit^s donnees qui multiplient respecti* 
vement les inconnues x et y, et par les lettres c eif,' 
I'ensemble des termes tout eounus, pass^ dans le 
second membre. 

De la risolution d'un nomhre queleonquB d^equaHons 
du premier degri, renformant un pareil nombre 
dHneonnuee, 

78. Lorsqu'ane question renferme autant de condi- 
tions distinctes qu'elle contient d'inconnues, chacune 
de ces conditions fournit une Equation , dans laquelle 
il arriye souvent que les inconnues sont melees entre 
elles, comme on I'a yu d^ja sur des probldmes k deux 
inconnues ; mais si ces inconnues ne sont qu'au premier 
degr^ , on peut , ainsi qu'on Ta fait dans les numeros 



I » 
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prec^deos ^ prendre dans rune dee iquatione la valeur 
de Vune dee inconnuee , commeeitoutlereste itaitconnu, 
ei euhetituer eette valeur dane toutee lee autree equations, 
qui ne eonUendront plue apres cela que lee mUree in^ 
connuee, 

Gette operation, par laquelle on chasse une des in- 
connues, se nomme Elimination. Par son moyen, si Ton 
a trois equations a trois inqonnues, on en dedaira deux 
equations a deux inconnues , qu*on traitera comme on 
a fait ci-dessus ; et ayant obtenu les valeurs des deux 
dernieres inconnues , on les substituera dans Texpres- 
sion de la premiere. 

Si Von a quatre equations a quatre inconnues, on 
en deduira en premier lieu trois equations k trois incon- 
nues, qu'on traitera comme il vient d'etre dit ; puis ayant 
troave les Taleurs des trois inconnues, on les substituera 
dans Fexpression de la premiere , et ainsi de suite. 

Voici pour exeraple une question qui renferme trois 
inconnues et trois equations* 

79. On a acketS eeparement lee charges de iroie voi^ 
iuree : la premihre , qui eontenait 30 mesuree de seigie, 
40 d'orge et \(S defroment, a coHtk ^^ francs ; 

La seconds, qui eontenait 18 mesuree de seigle, 6 d^orge 
et\^ defroment, a coiktk l&Q/rance ^ 

La tro/eihne, qui eontenait 10 meeures de seigh , 5 
d'orge et 4 defroment, a eoHtd 78 francs ; 

On demands a combien revient la mesure de seigle , 
celle d'orge et eelle defroment. 

Soit X le prix de la mesure de sneigle , 
y celui de la mesure d*orge , 
z celui de la mesure de froment. 

Pour remplir la premiere condition, on observera que 
20 mesures de seigle vaudront SOx, 
20 mesures d'orga yai^ront 20y, 

10 mesures de froment vaudront IOjc; 
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et le tout deyant faire SdO francs , on aura I'^qiiation 

30:r+20y+10r=5S0 r 

Poor la seconde condition , on aura 

18 mesores de seigle qai Taadront I8jf, 
6 d*orge 6y, 

12 de froment 12jr, 

et par consequent 

15:r+6y+12r = I38: 

Poiir la troisieme condition , on aura 

10 mesures de seigle qui yaudront lOx, 
5 d'orge 8y, 

A de froment Az, 

et par consequent 

10jr + 5y + 4«=75. 

r 

La question propos^e sera done ramen^e am trob 
Equations 

804r + 20y+10r=280, 

15ar+ 6y+122::i=s:188, 

^ 10a:+ Sy+ 4z=t 75. 

Avant d'en entreprendre la resolution , j*examine s'il 
n'est pas possible de les simplifier , en divisant par un 
mSme nombre les deux membres de quelqu'uue (12) ; et 
je Yois qu'on pent divisor tons les termes de la pre- 
miere par 10, et tons ceuz de la seconde par 3 : en 
effectuant ces divisions , je n'ai plus a m'occuper que 
des equations 

3* + 2y+ x=:23, 

5x + 2y+4r = 46, 

10jr + 5y + 4i; = 78. 

Pouvant choisir I'une quelconque des inoonnues pour 
en tirer la valeur, je prends oelle de z dans la premiere 
equation, parce que cette inconnue n^ayant point de 
coefficient, saTaleur sera une quantity sans diviseor, 
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ou entiire ; il vient y 

s^rssSS — Sor — ^ym 

En mettant cette valeur dans la seconde et dans la troi- 
sieme equation, onles change en 

Sx + 2y + 92— 12ar — 8y = 4e, 
lOar+ky + 92 — llr-v8y=75; 

et r^duisant le premier membre , on trouve 

92_7j: — 6y = 46,:. 
92 — 2jr -- 3y == 75. 

Pour traitor ces equations, qui ne renferment plus 
que deux inconnues , je prends dans la ; preraiera la 
valeur de Tinconnue y/ j'obtiens 

92 — 46—7* 46 — 7x 

y = 5 , ou y = — ^-, 

et par la substitution de cette valeur, la seconde equa- 
tion devient 

46 — 7jr 
92-^2* — ax rr-T — =75. 

Je pourrais faire evanouir le denominateur 6 par la 
methode ordinaire , mais j 'observe que ee denomina- 
teur etant divisible par 8 , pent se simplifier en efiec- 

— 7ar 



tuant sur la fraction — , la multiplication par 8, 

conform^ment au n^ B4 de VAritJim.^^Bi par ce moyen 

46 — 7x 
92 — 2jf— ■ =78. 

2 

En faisant alors disparaitre le denominateur 2, je trouve 

184 — 4ar — 46 + 7* =-150 ; 

le premier membre etant reduit, Tequation devient 

188 + &r»lS0, 
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d^ou Ton condnt 

ISO— 1S8 13 

X= ^ =y, 0114r = 4.. 

La sabstitation de cette Taleur dans Texpression 
dey, donne 

46 — 7x4 46 — 28 18 
y 1 =—6 =6"* ouy==J; 

et par la sobstitntion des valeurs de s et de y» dans 
Fexpression de^r, on obtient 

j;=aS— Sx 4 — Sx S=»3S— la— «,oai(»s5. 

n 0ftit de 1& qne la mesure de seigle ralut 4 francs , 

celle d'orge 8, 

oelle de froment 5. 

Get exemple , en meme temps qa'il oflBre TappUca- 
tion de la m^tbode du numero precedent , doit £tre 
remarqu^ poor les abr^yiations de calcul qu'on y a 
pratiqu^es. 

80. Je yais r^soudre encore le probleme suiyant. 

Un homme ^td M*est chargi de transporter dee vaeee 
de jMtrcelaine, de troie grandeurs, a fait ce marehS : 
qu'il foierait autant par chaque vaee qu'il eaeeerait, 
quUl recevrait pour eetix quHl rendrait en hon itat. 

, On lui donne d*ahord deux petite vaeee ^ quatre 
moyene et netif grander il caese Ufe mogene, rend toue lee 
autree en hon itat, et repoit une eomme de ^Zfrdncsm 

On ltd donne eneuite eept petite va^ee, troie moyene et 
einq grande; cette fois il rend lee petite et les mogene, 
mate il caese les einq grands, et il repoit eeulement 
8 france. 

Enjin, on ltd rennet neuf petite vases, dis moyene et 
onze grande; il caese toue eee demiers, et ne repoit en 
eonsSquenee que A /ranee. 
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On demands ee ^u^^n a pay4 pour Ib transport d'un 
9090 do ehaquo grandeur* 

Soil :e le pm du transport d'un petit rase, 
y celai du transport d'un moyen , 
£ celui du transport d'un grand. 

II est Tirible que chaque somme que recoit le porteur 
est la difference entre co qui Ini revient pour les vases 
qu'il rend en bon ^tat, et ce qu'il doit pour ceux qu'i) a 
cassis ; d^apr^s cette remarque , les trois conditions da 
probl^me foamissent respectivement les Equations 

Is + iff Sz^ss&y 

9ar+ lOy— 1U = 4. 
La premiere de ces equations donne 

_28jr4y— 95 

et par la substitution de oette valeur, la deuxieme et la 
troisidme ^quati9n deviendront 

196 + 38y— 68« . , It m 

2^ + 8y— 8«=:8, 

252+^6y— 81z , ,n ■ , , 

^ + 10y— lUas*. . 

Faisant disparaltre les d^nominateilrs, ph aura 

196-4-28y — 68«-+. 6y— 10;r=x6, 
282 -*- »6y— 8I1: M- 20y— 22«=8; 

r^uisant le premier membre, on obtiendra 

196 + 24y— 732=6, 
252 + K6y— 10S«e»8; 

prenant la valeur de y dans la premiere de ces Equa- 
tions , on aura 

78r — 190 



y— 



84 
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Par ceUe^aletir, la secoade deTient - 

2S2 + S6 X ^^i=^- 103r=8 ; 

etant delivree du denominateur 34 , elle se change en 

S4x^52+56 X Uz-^mx 190 — 34xI022:«^S4x8 

ou en 

8568 + 4088^—10640 — 3502^ = 272. 

La redaction du premier membre de de resultat con- 
duit a ' 

^ f 586«— 2072=272, 

d'ou Ton tire 

2344 

£t remontant de la valeur d.ez k celle de y^ on aura 
73x4 — 190 292—190 102 

y- gj =— 34— ==1* ' ^'^y^^^*^ 

et avec ces deux Taleurs , on trouvera 

28 + 4x3—9x4 28+12— Sft 4 , 

' a = g 1=2. ou*=2. 

On a done pay6 2 fr. pour le transport d'un petit yase, 

3 pour celui d'un moyen , 

4 pour celui d'un gprand. 

Get exemple suffit pour montrer comment il faut s'y 
prendre dans les autres cas. 

81. II arrive souyent que toutes les inconnues n'en- 
trent pas a la fois dans toutes les Equations ; cette cir- 
Constance ne change pas la methode : il suffit de bien 
examiner la liaison des inconnues poor passer des unes 
aux autres. 
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Soient pour exemple les quatre eqaations 

8u — 3y=:= 2, 
2Lr+3y=S9, 
Sjt— 7z=ll, 

renfermant les inconnaes u , s , y et z, 

Avec an peu d'attention , on voit qn'en prenant dans 
la seconde Equation la valeur de a;, poor la substituer 
dans la troisieme, le resultat contenant alors y et z, 
fera, par sa combioaison avec la quatrieme equation, 
connaitre ces deax quantites ; puis avec la valeur de y, 
on aura celles de i^ et de or, ps^r le moyen de la premidre 
et dela seconde equation. En operant ainsi, on fera le 
calcul suivant : 

39— gy 
*= — 3— , 

4- 39 — 3y - -- 
8 X 5-^— 7a:=U, 

ou 195 — IBy— 14x=aaS, 

ou 18y+U*=173(87). 

Les deux Rations 

lSy+14ir=sl78, 
4y+ 3;^= 41, 

^tant r^solues , donneront 

et par ces valeurs, on aura 

39—8x5 39—15 2* -^ 



3 2 2 



2 + 2y 2^.10 12 , 
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les nombres cherch^s sont done 

4, 12, 5 et 7. 

82. La methode que je Tiens d'exposer s'applicpierait 
aux Equations litt^rales, de meme qu'aux Equations 
num^riqaes ; mais la multitude des lettres qu'il faudrait 
employer pour representor gen^ralement les donn^es , 
lorsqae le nombre des ^qaations et des inconnues 
surpasse 2, a engag^ les algebristes a ohercher nne 
mani^re de les exprimer plus simplement. Je la ferai 
oonnattre dans Farticle suivant ; mais afin de fournir au 
lecteur I'oeoasion de s'exercer a mettre les probldmes 
en Equation et k les resoudre , j'ai reuni ei-dessous une 
soite d'^noncf^s , et j'ai indique k la fin de chaoan les 
r^ultats qu^on doit trouver. 

lo Un pkre Siant interrogi 4ur Vdge de 9on fiU f ri^ 
pond : si du double de Vdge qu'il a maintenant voue 
retranehez le triple de celui qu'il avail il y a sis ane , 
vaue auret eon dge oetueL 

R^ponse : JJenfant atxUt 9 ane. 

> S^ Diophanie, VatUettr duplue aneien livre d*Algh^ 
hre qui noue reete, pasea dane Venfance le eixihmedu 
tempe qu'il vScut , un douzihne dane Vadoleecence , 
eneuite il ee maria, etpaesa dane eetie union le eepHhne 
de ea vie, augmenU de cinq ane , avant d'avoir un file 
auquel il eurvieut de quatre ane, et qui n'atteignit que 
la moitiS de Vdge ou eon pkre eet parvenu $ quel dge avait 
Diophante lorequ'il tnourut? 

B.tfponse : 84 ane. 

h^ Vn marehand priUve toue lee ane eur leefonde 
quHl a dane le commerce une eomme de ifiWS Jranee 
pour la depenee da eon manage} cependant chaque annie 
eon bien augmente du Here de ee qui reete , et au boutde 



/rvtt «ft# M iyvKn^ douhU; comhien avaH^U au comment 
eem§nt de laprenukre annie? 

R^onse: \hfi(M francs. 

%■ ' 

4® Un marchand a deux espeees de thi, la premihre 
a \kf ranee Je kilogramme, la deuxihmeh lQ/r,^combien 
doit-il prendre de chacune pour en former une eaieee 
i2tf 100 hilogrammee quivaille Ifi^frimee? 

Reponse : SO kilog. de la premthre etl{^ de la eeeonde, 

B^ On a rempU en \^ minutee un vaee eontenant 20 
liiree d^eaup enfateanicoulereueeeeeivemeni deux fen^ 
taineef doni Vune fournieeait 4 litree par minuie et 
Vauire h\ on demande pendant eomhien de nUnuiee 
ehaquB fontaine a eouli* 

Reponse : La premihre 8 minutee, et la eeeonde 9. 

6^ Une montre marquant midi, I* aiguille dee minutee 
ee trouve eur ceUe dee heuree; on demande quel est le 
point du cadran oH^ ee fera la proehaine rencontre dee 
aiguiilee* 

Reponse : Lorequ^U eera 1 heure IS minutee et-^, 

CXe. Ge prob^^me se rapporte a celni du n"* 68. 

7® Un homme rencontrant dee pauvree^ veut donner 
28 centimee h chacun, mate en comptant ea monnaie, il 
e'aperpoit qt^il lui manque pour cela 10 centimee, alore 
il ne donne que ftQ centimee a chaque pauvre et il lui 
reete 28 centimee; on demande comhien cet homme avait 
de monnaie, et quel itait le nomhre dee pauvree, 

Reponse : // avait un franc 68 centimee, et lee pauvree 
itaient au nomhre del. 

8** Trde Jrhve ent aehefi un hien pour BO^OOO fr.; 
il manque au premier pour payer h lui eeul cette acqui- 
eition , la moitie de V argent qu* a le eecond; eelui^ci paie^ 
rait racquieition a lui eeul, ei Pen ajoutait a ee qu'il 
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fOMshie U ttBr'M de cb qtHa le premier; enfin le troisihne 
aurait heeoin , pour f aire ce mSme paiement, dejoindre 
a ce qu'il a, le quart de ee que poeshde lepremier; eom- 
hien chacun a-t-il Sargent? 

Rep. Le .premier a 3.0,000 ^r., le deuxihme 40,000, et 
le troisieme 42,600. 

9^ Aprhs unepartie, trois Joueure comptent leurar* 
gent; un eeul ayant perdu , les deux autres ont gagni 
cTiacun une eomme igalea celle qu'ile ont miee aujeu; 
aprhe une eeconde partie, Vun dee joueure qui avait 
gagnS dane la preeedente perd, et lee deux autree gor- 
gnent ehacun une eomme egale a celle qtCile avaient en 
eommenpant la eeconde partie; a une troieieme partie, 
lejoueur qui jueque^la avait gagne, perd, avee chaeun- 
dee deux autree, une eomme egale a celle qu'ile avaient 
en eommenpant cette demihre partie, et alore lee troie 
joueure eortent avec 120 f ranee chacun ; comhien avaient- 

tie en entrant aujeu ? 

** . 

Rep. Celui qui a perdu h la V^ partie avait W^franee , 
eelui qui a perdu a /a 2* lOB , 

celui qui a perdu a la 3* 60. 

Formulee giniralee pour la rieolution dee Squatione du 

premier degri» 

88. Pour obvier a rincony^nient que j'ai fait remar- 
qper an commencement da numero precedent, on a 
imaging de representer par la meme lettre tons les 
coefficiens d'une meme inconnae , mais de les distinguer 
en les affectant d'un on de plasienrs accens , suivant le 
nombre des Equations. 

Les ^qaations generates a deux inconnues s'^criyent 
ainsi : 

ax^hy^s^c, 
a'x + Vysste'. 
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Les coefficiens de Tmconnue jf sont repr^entes tous 
deux pfEjff/ ceux de y par^; mais Faccent que portent 
les lettres de la seconde equation fait voir qu'on ne les 
regarde pas cOmme ayant la m^me valeur que letirs cor- 
respondanteis' dans la prenii^re. Ainsi d' 6st une quan- 
tity differente de a,h', une quaniitje differente de b. 
Lorsqu'il y a trois Equations, 09 les 6crit ainsi : 

a JF -i- b y -^ c z=d, 

' a"X'\-b"y'\-d'z=.i}'. 

Tous les coefficiens de I'inconnue x sont de&ign^s par la 
lettre a^ ceux de y par ^^ et ceux de z par c ; mais chaque 
lettre porte des accenS differens qui marquent qu'elle 
appartient a diverses qiiantitds. Ainsi a,a\ a" sont trois 
quantity di^et^Mite^j, 4^t de ni^me des a\%tres.. 

SuiYAiit e^^tt^ inarcfaef '6'il y a^ait quatre iqconnues 
at quatre equations , on les ^crirait ajjpsi : 

a^ + 5y + cz + rf«=:tf, 
a' X 4- ^' y + c' z + df' «=«', 
a'' -r 4. 5"y + £?" aj + i" u=e", 

84. Afin de simplifier les calcnls , en evitant les frac^ 
tions, on modifie ainsi le procdd^ de F^limination : 
Soient les equations 

ax '{'by=^Cp 

f mf f 

ax -^ byi=^c ; 

il est Evident que si Tune des inconnues, x, par exem- 
pie , ayait le m^me coefficient dans le.s deux ^nations , 
il suffirait de les retrancher Tune de Tautre, membre k 
mfBinbre, pour faire disparaitre cette inconnue. Gela 
n'aperfoit tout de suite sur les equations 

10x+lly=:27, 
10*+ 9yt=15, 
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qoidoilIMBl 

lly — 9j/=S7 — 18,oi&%&=lS,oay=6* 

■ ' 

n est Tisible aosfi qa'on peat rendre immediateiDeiit 
let coefficient de x ^ganx daxu let equatioof 

en nmltipliant les deux membres de la premiere par m\ 
co^cient de * dans la seconde, et les deux memlnrci 
de la seconde par a, coefficient de s dans la premiere; 
on obtient ainsi 

aa's 4- a'hy^=^a'e,. 

Retranchant ensoife la premier^ de eeUes-ci de la se- 
conde, rineonnve s disparaltra; on anm senlenenl 

Equation -qui ne contient plus que l*inconnue y / et Ton 
endikluiia 



) -=- 



Le procede que je viens d'employer peat toajoujrs 
s'appHquer aux equations du premier d^gre, pour- en 
chasser Fane quelconqne des inconnues. 

En eliminant de meme rinconnue y, on aarait la 
Valeur de jr. 

Si Ton applique ce procM^ aux trois Equations ren« 
fermant jr, y et r, on pourra d'abord ^liminer s entrQ 
la premiere et la seconde, puis entre la premiere et la 
troisi^e ; on parviendra ainsi a deux equations , qui ne 
renfermeront plus que y et x, et entre lesqnelles on 
eliminera ensuite y. 

Si Ton effectue le calcul , I'^aation en ir, a laqaelle 



on parviendra , aura un factenr common a tons ses 
termes , et ne s^a par cons^qnent pas la pins simple qne 
Ton pnisse obtenir. 

85. Bezont a donn^ nne m^tbode fort simj^e ponr 
^liminer a la fois toutes les inconnnes bors nne , et par 
laqnelle on ramene imm^diatement la qnestion a des 
^cpiations qni contiennent nne inconnne de moins qne 
les proposees. Quoiqne ce precede ne soit n^cessaire 
qae lorsqn*il s'agit des Equations k trois inconnnes , je 
commencerai par Fappliquer a celles qni n'en contien- 
nent qne deux, afin d'embrasser le siyet en entier. 

Solent les deux equations 

en mnltipliant la premiere par nne quantity m, qui soit 
ind^terminee , il yieiidra 

amx •+• hmy = cm ; 
et retrancbant de ce r^snltat Tequation 

on aura 

anus — a'x H- hnty — Fy=em — e\ 
on {am — a') x -♦- {Jnn — h^ y ^=:cm — e . 

Puisque rien ne determine la quantity m, on pent 
supposer qn'elle soit telle , qne hmz=^V. Dans ce cas^ le 
tenjtie multipli^ par y disparaissant, on a 



em—^c 
am — a" 



mais a cause de ^ms= V, il resnlte , 
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he' 


—ah' 
h 


•a' 


'ha'' 



Au lieu de supposer hmz=ih\ si Ton fait am^=.a\ le 
terme affect^ de s s'evanoaira , et 11 viendra 



cm — e' 



y—hm-^v 

La yalear de m ne sera plus la meme qae tout a Fheure ; 
car on aura 

a' 

a ' 

et en substituant dans Texpression de y, on trouveta 

ca' — ac^ 
y—ba'—ahf' 

£n changeant les signes du num^rateur etdu denomi- 
nateur de cette valeur (57) , son denominateur sera le 
mdme que celui de s, puisqu'on aura 

ac' — ca' 
y-ah'-ha^' 

86. Solent maintenant les trois equations 

a x-^-h y + c zz^zd, 
a' X -^-h' y '^r o' z^=d! , 
a'*x + ¥y + r"z = d!^; 

Tanalogie conduira aisement \ multiplier la premiere 
ct la seconde par deux quantit^s indeterminees m etTz, a 
les ajouter ensemble , puis a en retrancher la troisieAie ; 
car par ce moyen elles seront employees toutes en meme 
temps, et les deux nouvelles quantites m et n, dont il 



\Bst perniis d6 dhposer k volont^, ponrtoni £tre deter- 
miners de maniere A faire disparaitr^ en meme temps 
du resaltat deux des incoDimes. En operant ainsi, et 
reunissant les termes qui multipUent une m^me incon- 
nue , on aura 

{am -f- a^n — a^)a: -f- (hm H- fin — • ^')y 4- [cm + £/« — tf")« 

Si VotL yeut faire disparaltre ^ et y, il fatidra poser 
pour cela les Equations 

am -*- a'n = «", 
iwt -4- ^'n s= ^"^ 

et alors il viendra 

dm H- dfn — ^ d'" 

«= 7 --. 

cm -♦- £? n — c" 

Det deux (Equations dans lesquelles m et n sont les 
inconnoes , il est facile de d^doiire la valeur de ces 
quantit^s an moyen des resultats x)btenQs dans le nomero 
pr^^dent ; car il suffit de ckanger dans ceux'-ci or en m , 
y en n, et d'^rire , au lieu des lettres 

ce qui donnera 

*"— ah*— ha' ' 
_ uyf—han 

^'^ab'^ha'' 

Substituant ces valours dans cello de is^ et r^duisant 
tous les termes au m6me denominateur, on trouvera 

_ d{Va"— a'b«) -^ d'{a6"— ba'^ — d»(ah'— ha') 



^ I 



Si rem avait fait ^yanonir lea termea affect^ de x el 
^ez,on anrait en y ; lea lettrea m et it aoment dependn 



des deux ^ipiatioiu 

am -^a'n zsza", em -♦- e'n = c"; 

et en operant comme ci-desana , on anrait troave 

^~ h{(:'a"—a'c")^h\ac"—ca")'--hP{ae'—ca')' 
Enfin , en posant les ^^ations 

bm -^ Vn = 3*, em -4- e'n^e", 

on ferait disparattre les termea mnltipli^ par y et par z 
et il yiendrait 

En deyeloppant ces yalenrs demani^ a rendre leiirs 
termes altematiy^nent positifs et n^gatifs, et chan- 
geant en m^me temps les signes dn nam^ratear et cenx 
da d^nominatenr, dans la premiere et dans la trouieme, 
on pourra leor donner les fonlies suiyantes : 

_ a^'rf"— ad'if + da'^— ba'd" + M V— db't^ 

* ~ a^ V — ac'bf' + ca'6^ — ha! if + he' a" — eVa^* ' 
^ aXif^ ac'd" + ca'd" — da'c" + & V— <?df^tf» 

^ "^ o^V— <w?'^' + <?a'^' — ha'c" + h€'a"-'eh'a« ' 

* ~ a3 V— oc'^ -f <»'^ — Aa'^ + ^ V — eh' of' 
87« Solent les qnatre Equations 

a ar + ^ y + g af + d fi=ff , 
a' jr + y y + c' « + rf' u=:e' , 
a" jr+5^ y+c" ^r+d" •#=:««' , 



on mitltipliera la premiere par m, la seconde par n, 
la troisi^me par j?; on ajoatera les produits , et en te- 
tranchant ensuite la qaatrieme , on trouyera 

^ssszem + on + e'Jp — «"'. 
Pour avoir u ^ on posera 

am + a'h + a"p ^sss a''', 

em + c'h + <?"/? = £?'", 



ei il viendra 



t*. — 



dm-^d'tt-^-d^p-^d"' 

Le cas de qttatre inconnues est done ramene a oelui> 
de trois , au moyen des Equations prfcMentei» qui d^ 
terminent les faeteurs m, n,p, II faut remarquer que les^ 
lettres deie, n'entrant point dans ces equations , n'en- 
treront pas non plus dans les Taleu'fs dem, n, p, et 
qu'il suit de la que le numSrateur de VeicpresHon de u 
90 conclut du dinomtnaieur en changeant lee d , qtii eoni 
tee coefficiene de eette inconntie, dans les e eerreepon-' 
dans, qui eoni he termee tout eonnue dbe equations 
propoeSes, 

Gette loi, qu'on aurait d^ja pu apercevoir dans les^ 
n<^85 et 86 , s'dtend a toutes les inconnues , en quelque 
nombre qu'elles soient. Quant a leur num^rateur, Fob- 
servation des rdsultats obtenus pr^c^demment , fonrnit 
le moyen de les retrouver sans calcul. 

88. Pour remonter au premier anneau de la cbaine , 
je prendd I'^quation a une inconnue ax ^=ih ; j'en tire 



a" 
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oa Ton Toit que le nam^ratear est le terme Umt connu dt, 
et le d^sominatear, le coefficient a de rinconnaeit 
Les deux Equations . 

ont condait a 

eh' — be' ac' -^ ea' 

' ~ ab'^ba' ^ " ab* — ba' ' . 

le d^nominateur ge compose encore des lettres'a^ a\ 
b, V, qui multiplient les inconuues ; on ecrit d*abord 
la lettre a k c6t6 de la lettre b, ce qui donpe ahgon 
^change ensuite a et 3 entre eux pour avoir ba, et en 
affectan t cet arrangement du signe — , il vient db — ba^ 
on met enfin nn accent a la seconde lettre de chaque 
terme : veila le denominateur aV — ba' form^. 

Gela fait, pour ibrmer lenumerateur de :t, on change^ 
d*apres la reraarque qui termine le n° precedent , les a 
en c, et les ^ en e pour celui de y ; de cette manipre on 
trouve que I'un est cb' — be', et I'autre ac' — ea'. 

11 faut un pen plus d'attention pour reconnaitre la 
formation du denominateur des equations a trois incon- 
nues« Gependant , puisque, dans le cas des deux incon- 
nues, le denomim^teur presente tons les arrangem,ens 
possibles des deQx lettres a et ^ qui multiplient ces in^ 
connues , il est naturel de penser que lorsqu'il y a trois 
inconnues , leur denominateur doit, renfermer tous les 
arrangemens des trois lettres a, b^ e; et pour former ces 
arrangemens avec>ordre^ on s'y prend de la maniere 
suivante : 

On forme d'abord les arrangemens ab — ba des deux 
lettres a et ^; a la suite du premier ab , on ecrit la 
troisieme lettre c> ce qui donne abe; et faisant passer 
cette lettre par toutes les places, avec Tattention de 
cbanger le signe cbaque fois , ct de ne pas froubler 
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Vordre respectif de a et de ^^ il en r^suUe 

ahc — acb -*- cab. 

Operant de mSme sur le second arrangement de denx 
lettres — ^a, il vient 

— bac '+' bea — eba ; 

rdunissaDt ces prodaits aux trois pr^cedens , puis mar- 
quant la seconde lettre d'un accent et la troisidme de 
deux , on tronve 

ab'c^ — ac^bf^ ^- ca'b^ — ba'c" -h- be'aP — eb'a", 

v^suUat conforme a celui que pr^sentent les formules 
obtennes imm^diatement. 

II est facile de conclure de 1^, que pour former le de- 
nominateur dans le cas de quatre inconnues , il faudrait 
introduire la lettre d dans chacun des six produits 

dbc — acb H- cab — bac -+- bca — cba, 

et lui faire occuper suocessiTement toutes les places ; le 
prodnit ahc^ par exemple , donnerait les quatre suivans : 

abed — alfdc -♦- adbc — dabe^ 

En operant de raeme sur les cinq autres produits de 
trois lettres, le r^stiltat total aurait vingt^quatre termes, 
dans chacun desquels la seconde lettre porterait un 
accent, la troisi^me deux, et la quatrieme trois {^). 

80. Pour faire servir ces formules a la resolution des 
Equations num^riques , il faudra comparer, terme a 
terme , les Equations proposees ayec les equations genq-^ 
rales des numeros prec^dens. 



(*) Laplace, dans la seconde partie des M^moires de TAcad^mie 
des Sciences pour 1772, page 294, a d^montr^ h priori ces ri^gles. 
Voyez aussi les Annales de Maih^maliquca purca et appliquifasy 
parM. Gergonne, t.I7, p. 148, ctt. XJI, p. 281. 
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Poor resoodre, parexemple, les trois eqaations 

8;r + 7y+9r=122, 

^ + 4y + 5jK SBs; 5S , 

il faudra les comparer, teime a terme » avec ceUes da 
n® 86 , ce qui donnera 

a =7, 5 =15, c =a, rf =79, 
a'=8, 5'=7, £?' = 9, (?'= 122 , 
a"= 1, ^'= 4, £?"=x:^5, <i"= S5. 

Suhfitituant oes Taleurs dans les expressions generalea 
des inconnues s, y, et z, ei effectuant les operations 
indiqudes , on trouvera 

11 est important de remarquer que les memos express 
sions seryiraient encore , quand les equations proposdes 
n'auraient pas tons leurs termes affectes du signe + , 
comme semblent le snpposer les Equations generates 
dont ces expressions sont d^duites. Soient, pour 
exemple, 

Sx — 9y + 8x=41, 

— Sx + 4y + 2z= — 20, 

llx— 7y — 6z=S7; 

il faudra , en comparant les termes de ces Equations a 
leurs cdrrespondans dans les Equations gen^rales, avoir 
^gard aux signes , ce qui donnera 

a =z+ 8, ^= — 9, c = + 8, <? = +41^ 
a' = — 5, ^'= +4,e'= + 2, (?' = — 20, 
a"=z + 11, ^'= — 7, c"== — 6, d*'= + 87 , 

et ensuite determiner, conformement aux regies du 
numero 21, le signe que doit prendre chaque terme des 
expressions generales de a:,y, z, d'apres les signes des 
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factenrs doiit il est compost. Oil trouvera d*abord que le 
premier terme du denominatear commun , qui est ah'd^ 
devenant+S X + "^ X — 6, change de sigae , et prodait 
— 72 ; <«t en faisant la meme chose pour les autres 
termes, tant des numerateurs que des d^nominateurs , 
prenant , d'ane part, la somme de ceux qui sont positifs, 
et de I'autre , celle de ceux qui sont negatifs , on ob- 
tiendra 

2774—288-4 —60 

=+2, 



592— 622 —80 
8022-2932 _ + 90 

592— 622 ~— 30 
8889—8889 —30 



=-8, 

= +1, 



~ 592— 622 , —80 

Des eqications du second degrk a une settle inconnue, 

90. Dans les equations que j'ai traitees jusqu'ici , les 
inconnues ne montaient qu'a la premiere puissance , 
ou n'^taient point multipliees entre elles : ces equations 
n*^taient que da premier degrS ; mais si Ton se proposait 
seulement la question suivante : Trouver un nombre tel, 
fu^etant muWplie par son quintuple, l^produit soit Sgal 
£t 125, en designant ce nombre par or, son quintuple 
serait 5^^ et on aurait 

5:r» = 125. 

Cette Equation est du second degrS, parce qu*elle ren- 
ferme jr>, ou la seconde puissance de Tinconnue. Si Ton 
degagex^ette seconde puissance de son coeJQScient 5, on 
obtiendra 

125 

jr' = -rr-, ou jr»=25. 
a 

On ne saurait ici conclure Tinconnue x comme dans 
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1« nmndro 11, et la question propos^ eet aeolemeiil 
rameneea trouver un nombre qui, multiplie par lui- 
mSme , doane 25. Avec un peu d'attention , on recon-« 
nait que ce nombre est 5 ; mais il arrive raremeiit que 
Ton puisse deyiner ainsi la solution chercbee : on est 
done conduit a cette nouvelle question numerique : 
trouver un nombre qui, nmlUpliipar lui-nysme^ donne 
un produit i^al h un nopihre propose , ou, ce qui eat la 
m^me chose, revenir de la seconde puissance au nombre 
qui I'a produite , et qu'on appelle sa racine quarrSe. Je 
vais m'occuper d'abord de cette question , parce que la 
solution seryira pour determiner les inconnues dans 
toutes equations du second degre. 

91 • La m^thode qu'il faut employer^ pour trouver ou 
extraire la racine des nombjres , suppose que Ton con- 
naisse la seconde puissance de ceux qui sont exprim^s 
par un seul chiffre : voici done les neuf premiers horn- 
bres avec leur seconde puissance ^crite au-dessous de 
cbacun : 

12S466 789 
1 4 16 25 36 49 64 81. 

On voit par cette table que la seconde puissance d'un 
nombre eiprime par un seul chiffre, n'en contient pas 
plus de deux : 10, qui est le plus petit des nombres 
exprimes par deux chiffres , en a trois a son quarre 100. 
Pour se preparer a decomposer la seconde puissance 
d'un nombre exprime par deux chiffres , il faut en etu* 
dier d*abord la formation ; et pour cela, je vais chercher 
comment chaque partie du nombre 47, par exemple, 
concourt a la production du quarre de ce nombre. 

On pent decomposer 47 en 40 + 7, ou en 4 dizaines 
et7 unites; en representant par a les dizaines du nombre 
propose y et par h ses unites, sa seconde puissance sera 
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eiprim^ par 

(a-^b) (a + «) = a»+2fl5 + **; 

c'est-a-dire qu'elle contiendra trois parties , savoir : le 
quarre det dizaines, d&ux foU h prodtut des dizcUnes 
par les unties, et le quarre dee unilee, Dans Texeniple 
que j'ai choisi , a =: 4 dizaines ou 40 unites, et ^ = 7 ; 
on aura 

a* s= 1600 

2a^= 560 

5»= 49 



Total , fl' + lah + ^» =2209 = 47 x 47. 

Pour revenir maintenant du nombre 2209 a sa racine 
47, on observera d'abord que le quarr6 des dizaines ^ 
1600, n'a point de chiffre significatif d'un ordre inle- 
rieur aux centaines , et qu'il est le plus grand quarre 
que puissent contenir les 22 centaines de 2209 ; car 22 
tombe entre 1(6 et 25 , c'est-a-dire entre le quarre de 4 
et celui de 5 , comme 47 tombe entre 4 dizaines ou 40 , 
et 5 dizaines ou 50. 

Si done on chercbe le plus grand quarre contenu 
dans 22 , on trouvera 16 , dont la racine 4 exprimera 
les dizaines de celle de 2209 : retrancbant ensuite 16 
centaines ou 1600, de 2209, le reste 609 contiendra 
encore le double produit des dizaines par les unites , 
860 , et le quarre des unites , 49. Mais le double pro- 
duit des dizaines par les unites, n^ayant point de cbiffrea 
d'un ordre inferieur aux dizaines , doit se trouver dans 
les deux premiers chiffres 60 du reste 609, qui contien- 
dront en outre les dizaines pro venues du quarre des 
unites. Gependant , si Ton divise 60 par le double des 
dizaines 8, on aura, en negligeant le reste, un quotient 
7 egal aux unites cbercbees. Multipliant ensuite par 7 
1^ nombre 8, cpnsidere comme des dizaines, on formera 
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le double da produit des dizaines par lei^ unites , H^, 
et le retranchant du reste total 609 , on obtiendra une 
difference 49, qui doit 6tre, et qui est en effet le quarro 
des unites. 
L'op^ration que jeyiens de raisonner se disposeainsi s 

22,09 I 47 
16 I 87 . 



60,9 
60 9 



00 

On ecrit le nombre propose comme s'il s'agissait de le 
divisor par un autre , et on destine a la racine la place 
que devrait occuper le diviseur. Ensuite on s^pare par 
une virgule les unites et les dizaines , ^ pour ne consi- 
derer que les deux premiers chiffres sur la gaucbe , qui 
doirent contsnir le qnarre des dizaines de la racine. 
On cberche le plus grand qaarr6 16, contenu dans ce» 
deux/cbiffres ; on en porte la racine 4 a la place qui loi 
est affect^e, et on retranche 16 de22. A c6t^ du reste 6, 
on abaisse les deux autres cbiffres , 09, du nombre pro^ 
pose ; on s^pare le dernier qui n'entre point dans le 
double produit des dizaines par les unites; on divise 
la partie' restante a gaucbe par 8 , double des dizaines 
de la racine, ce qui donne pour quotient les unites 7; et 
pour former tout d'un coup les deux dernieres parties^ 
du quarr6 que doit contenir 609, on ecrit 7 a cdt^ 
de 8, d'ou resulte le nombre 87, egal au double dea 
dizaines plus les unites, ou a 2a + 3, et qui, etant mul- 
tipli^ par 7 on par h, reproduit 609 = 2a^ + ^', ou le 
double produit des dizaines par les unites, plus le quarr^ 
des unites : faisant la soustraction il ne reste rien ; et 
I'operation acbevee prouve que 47 est la racine quarree 
de 2209. 

Soit encore a extraire la racine quarrfe de S24 ; je 
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dispose I'optfration corome il snit : 

2,24 IB 
1 



22^ 
22 4 



28 



00 



et, d'apres ce qui yient d'etre dit , je trouve 1 pour les 
dizaines de la racine ; ces dizaines etant doublees , me 
donnent le nombre 2, par lequel il faut diviser les deux 
premiers chiffrea 22 du reste. Or 22 contient 2 onze 
fois , et non-aeulement on ne peut avoir a la racine , ni 
pins de 10, ni 10, mais 9 lui-roeme serait encore trop 
fort dans le cas actuel ; car en ecrivant 9 a cote de 2, et 
multipliant 29 par 9 , contrae le presorit la regie , on 
aurait pour resultat 261 , qu'on ne saurait retrancher 
/ de 224. On ne doit done regarder la division de 22 par 
2 , que comme un moyen approximatif de trouver les 
unites ; et il faut diminuer le quotient obtenu , jusqu'a 
ce qu'on parvienne a un produit qui ne surpasse point 
le reste 224 , condition que remplit le nombre 8 , puis- 
que 8 X 28 =7 224 : done la racine cberchee est 18. 

£n formant les trois parties du quarre de 18 , on 
trouve 

a> = 100 

2a&=:160. 

6^= 64 

Total, 324 = 18x18, 

et on voit que les 6 dizaines que contient le quarre des 
unites ^nt r^unies a 160, double produit des dizaines 
par- les unites , alterent ce produit, de maniere que la 
division par le double des dizaines ne peut plus donner 
leiuniti^ seules. 
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92. L*extraGtion de la raoine quarr^e d'an nembre 
compose de trois ou de qaatrechiffres, ne saurait arrSter, 
d'apres ce qui precede ; mais il faat encore quelques 
details pour mettre le lecteur en ^tat d*extraire la racine 
d'un nombre exprinjd par autant de chiffres qu'on 
voudra, et on va les voir naitre des principes deja poses^ 

Tout nombre au-dessous de 100 n*anra que quatre 
chiffres a son quarr^ , puisque celui de 100 est 10000 
Du le plus petit nombre etprim^ par cinq chiffres. Cela 
pose, pour examiner la formation dn quarr^ d'un nom- 
bre au-dessus de 100, de 473, par exemple, on pourra 
decomposer ce nombre en 470 + S, ou 47 dizaines, plus 
S unites ; et pour dediiire son quarr^ de la formnle 

on fera a c=: 47 dizaines sc 470 unites , ^ ss 3 unit^^ 
d'oA 

a>= 220900 
2aA= 2820 ^ 
*»= 9 



Total, 22S729 = i7S X 47». 

On Yoit dans cet exemple que le quarre des dizaibeft 
n'a point de chiffres significatifs d'nn ordre infi^ri^ur 
aux centaines , et cela doit etf e en general , puisque 
des dizaines multipliees par des dizaines , produisent 
toujours des centaines. {ArUh, 22.) 

G'est done dans la partie 2237 qui reste sur la' gauche 
du nombre propose, apr^s qu'on en a s^par^ les dizaines 
et les unites, qu'il faut chercher le quarre des dizaines ; 
et comrae 473 tombe entre 47 dizaines on 470, et 48 
dizaines ou 480, 2287 doit tomber entre le quarr^ 
de 47 et celui de 48 ; d'ou il suit que le plus grand 
quarre contenu dans 2287 , sera celui de 47 , ou dea 
dizaines de la racine, II est Evident que pour retroa?er 
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I. 

tses dizaines, il faut operer comme si Ton Youlait extraire 
.la racine qaarr^e de S287 ; mais au lieu d'arriver a iiii 
r^sultat exact, on trouvera un reste contenant les cen- 
taines formees par le double produit des 47 dizaines 
multipliees par les unites. 

Pour effectuer le calcul, on dispose Topetation comme 
on le voit ici : 



22,37,29 


^78 


16 


87 


63,7 
60 9 


943 


2 8 2,9 
2 8 29 



000. 

On separe d'abord les deux demiers chiffres 29, et pout 
extraire la racine du nombre 2237 restant sur la gauche, 
on separe encore les deux derniers chiffres 37 de ce 
nombre ; de cette mani^re , le nombre propose est par- 
tage en tranches de deux chiffres, en allant de droite a 
gauche. On opere sur les deux premieres tranches comme 
on I'a fait dans le numero precedent sur le nombre 2209, 
ce qui donneles deux premiers chiffres 47 de la racine ; 
mais on trouve un reste 28, lequel, joint aux deux 
chiffres 29 de la demi^re tranche , renfcrme le double 
du produit des 47 dizaiues par les unites , et le quarr6 
des unites. On separe le chiffre 9, qui ne pent ifaire partie 
du double produit des dizaines par les unites, ei on 
divise 282 par 94 , double des 47 dizaines ; ecrivant le 
quotient 3 a c6t^ de 94 , et multipliant 943 par 3 , il 
Tient 2829, nombre precisemetit egal au dernier reste , 
et I'operation est terminee. 

93. Pour montrer comment il faut operer sur un 
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nombre qaelconqae, je vais extraire la racine de 
22291824. Qoelle qae soit cette racine, on pent tonjonn 
la conceyoir d^compotee en dizaines et en nnit^, 
oomme dans les exemples precedens. Le qnarre des 
dizaines n'ayant aucnn chifire signifieatif d'an ordre 
inferieur aux centaines, les deux derniers ehiffres24 ne 
ponrront y entrer : on les separera done , et la question 
sera ramenee d^abord a chercher le plus grand qnarre 
contenn dans la partie 223918 , restant a gauche. Gette 
partie etant composee de plus de deux chiffires , il en 
fant conclure que le nombre qui exprime les dizaines 
de la racine cbercbee, en a pins d'un; il pent done etre 
decompose a son tour en dizaines et en unites. Le qnarre 
de ces dizaines n*entrant point dans les deux derniers 
cbiffres 18 de la partie 22S918, c'est dans les chiffires 
2239 restant a gauche, qu'il faudra le chercher; et 
puisqne 2239 a encore plus de deux chiffires , le qnarre 
qu'il doit contenir en renfermera au moins deux a sa 
racine; le nombre qui exprime les dizaines que Ton 
cherche, aura done plus d*un chiffire : c'est done enfin 
dans 22 qu'il faudra chercher le qnarre de celui qui 
repr^sente les unit^ de Tordre le plus eleve de la racine 
demandee. Par cette suite de raisonnemens , qu'on pent 
pousser aussi loin qu'on youdra , le nombre propose se 
trouyera partage en tranches de deux chiffires en allant 
de droite a gauche ; il est bon neanmoins d'etre preyenu 
que la demiere tranche a gauche pourra ne contenir 
qu'un seul chiffi*e. 

Le nombre propose etant ainsi partage en tranches, 
et dispose comrae on le yoit sur la page suiyante, on opere 
sur les trois premieres tranches comme dans Fexemple 
du numero precedent ; et lorsqu'on a trouye les trois 
premiers chiffires 473, a c6te du reste 189, on abaisse 
la quatrieme tranche 24 , et on considere le nombre 
18924, comme contenant le double produit des 473 
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4milmi tmu^^iw. par les. 33,S9|18|34 

qolirr^' de oes. Boit^s* On mi r. ,j 

s^piaitQ le dernier chififre 4; 63,9 
QQ .di»a<9 eea* qui re^tent r 






87 
9462 



j^ gau^be^par 946, double 801,8 
de478, e( on fait ensuite la 282 9 
Terifieaiioo du quotient 2^ |gg^ % 
Qomne dans lea operations 1892' 4^ 
phbedentes. ' — 



0000 

Le^p^Bifton se termine la dans cet exemple ; mats' il 
esi ais^ de voir que s'il y avait one tranche de plus, les' 
quatte lilAriipes trouv^s,47S2,exprimeraientles dizaines 
d^ne tdi^b d6nt on chercherait les unites, et que par 
consequent il faudrait diviser le reste qu^il^^ aurait 
alors , plus le premie^ c^iff^ de la tranche suivante , 
par le double de ceei dizaines , et ainsi de suite pour 
chacune des tranches a abaisser successivement. 

94- S*il arrivait qu'apres avoir abaisse une tranche ) 
le reste, joint au premier chiffre de q/ette tranche, 
ne coJitint point le dofible des chiffres frouves , il fau- 
drait poser a la racine ; car alprs la racine n'aurait 
point d'unit^s de cet drdre : on. abaisserait ensuite la 
tranche suivante pour continuer Toperation comme a 
Fordinaire. L'exemple ci- 49,42,09 



703 



» j>i »■» ■ 1 1 «»i «■ »i p> 



joint est relatif a ce cas. Oh 04,^0,9 1403 
n'a point ^crit les quantit^s « 00 
a souMr^ine , mais on aeffjaeliM^. lea apustr^dfcions par 
la pensee^ .oomme daofl la division. 

9S« Tous lea noinbres ne sont pas des quarres par- 
filits^. £n jeCant les yepx, sur la table de l^ page 188, on 
TQitqu'entr^ l^s quarres d^.chacun des neuf premiers 

10 
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nombres, ii reste des lacunes oomprenaflt* pltlsiotl»ft 
nombres ; 45,. par exemple, n'est point on qiiarre, ptt§^' 
qu'il tombe entre d6 et 40. II arrivera dono lepltu 
souTent que le nombre dont on demandera la Faoine 
quarr^e, n'en aura point, dumoins en nombrcheiiiier; 
mais en operant comme s'il en avait une , \e v&mAisit 
sera la racine du plus grand quarr^ qu'il contient. Si Ton 
chercbe, par ei&emple, la racine de 2376, on tronVera 
47, et il restei^ 67, ce qui*montre que le plus grands 
quarre contenn dans 2276, est celui de 47, ou 2269. 
Gomme on pourrait craindre , aprds avoir trouv^ la 
racine du plus grand quarrd contenu dans on no^ibre, 
d'avoir mis qnelques chiffres trop faibles A Ifi racine « 
Yoici un moyen de reconnaitre si le reste est ir^^p^.con- 
siderable , et si la racine trouy^e est trop pf^c^^Le, 
q[uarre dea + b ^tant 

a* + 2fli + ^S 
si Ton fait ^ = 1, le quarre de a + 1 sera 

quantity qui differe de a% quarr^ de a, du double de a, 
plus I'unite. Done si la racine trouvde devait itre aug^ 
mentee de Vunit6 ou de plus que I'uniti, ilfaudrait que 
son quarri, retranchi du nombre propose, laissdt un reste 
au moins Sgal a deuxfois cette racine, plus Vuniii, Toutes 
les fois que cette circonstance n*aura pas lieu, la racine 
extraite sera ep effet celle du plus grand quarr^ contenu 
dans le nombre propose. 

96. Puisque , pour liraltiplier nne fraction pin* une 
fraction, il faut multiplier les num^ateurs entrio enx et 
les d^nominateurs entre eux , il est evident que le pro- 
duit d'une fraction par elle-mdme , ou le quarri d'une 
fraction, est igal au quarri de- son numeraieur, divisi 
par le quarri de son dinominateur. II suit de la qiie 
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p0ur 9xtrair9la ractke quarrie d'une Jraetion, tl/aut 
esiraire eeU§ de son numiraleur 9t celle de son dinomi^ 

notour. Ainsi la racine de -prr est g, parce qfue 5 est la 

racine quarr^e de 25, et 8 celle de 64. 

G'est une chose tr^s' importante a remarquer, qae 
non - seulement les quarr^s des fractions propreinent 
dites, sent toajours des fractions, niais qne toutnomhro 
fraetionnairo irriduetible, etant multiplti par lui-mSme, 
donnera ioujouro un risultat fraetionnairo aussi irro' 
duetihle. 

971 Cette proposition repose sur celle -ci : Tout nom-^ 
hro promiorVf qtd diviso' h produit AB de deux nombret 
A ot B, diviee ndeeeeairentent Vun de ceo nomhree, 

4 

Je suppose qa'il ne divise pas B, et qae^le surpasse; 
en designant par q le quotient entier de cette division, 
et par B' le reste, on aura 

BssqP'^B', 

d*oa, en multipliant par A, on diSduira 

AB=qAP + AB\ 

et diyisant les deux membres de cette equation par P^ 
on obtiendra 

AB ^ AB' ~ 

d'ou il r^sulCe que la divisibility de AB par P entraine 
celle du produit AB' par le m^me nombre. Or B' ^tant 
le reste de la division de B par P> est n^cessairement 
moindre que P : ainsi, ne pouvant pas divisor B' par P, 
on divisera P par B', on aura un quotient / et un 
reste B"; puis on divisera P par B"^ on aura un quo* 
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lient ^ el nn reite B^', el ainri de smte, ponqoe P ei| 
on nombre premier. 

Gela pos^ , on aim cetle soite 4'eqoations : 

P=q'B' + &, P:=zfB''-\^ j5'*, etc. ; 

mnltiplianl chaqne membre par A, on obtiendra 

APzsq'AB^ + yn?» AP^i'AB^ + ^^*, etc. ; 
dirisant par P, il riendra 

,^^ A^ 
^ = S^-p- + -;p-. etc., 

» r^solUts qui font Toir qne AB' etant divisible par P^ 
les prodaits AB"^ AB"^, etc.v.doiyent Fetre ancsi. Mais 
les restes B't B'\ B"'^ etc., deviennent de plaa en plot 
petits, et Ton doit tomber enfin snr I'onite ; car les ope- 
i^ations indiqaees ci^dessas se continuent de la meme 
maniere Uint que ces restes surpasseht 1, puisqae Peat 
an nombre premier ; et qaand on est parTcnn a Tanite, 
on a le produit ^x 1, qui doit ^Ire divisible par P : 
done A, Ini-meme, doit etre divisible par P. 

n suit de la qne si le nombre premier P, qa*on sup- 
pose ne pas diviser B, ne divise' pas non plus A, il ne 
divisera point le produit de ces nombres. 

,x(Celte ddmon^iraii^ ,0*t , a ptm pr^* extraiU de Im 
Tbeorie des nombres de M. Legendre.) (*). 



(*) II eft facile de Toir que la proposition ci-dessus s'^tend a on 
produit compost d'antant de facteors que Ton Toudra, et que si ces 
facteurs soot tons det nombres premieit, le produit ae pe«t eirei 
diYis^ par aacan autre nombre premier , ea qui prouve que la de- 
composition d*un nombre en Tacteurs simples ( Arith. 162) ne sau- 
rait s'effectner que d'une senle manidre. 

,^^e plus f utt aombre compost n^ pouvant pas diTiser un mtre 
nombre, sans que eelui-ct ne soit. divisible snceessiTement par 
cbacun des facteurs simples du premier, il en ri^uke, qi«e tovl 
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88. Maintenant, lorsque la fraction - est irreductible , 

il n'y a aucua nombre premier qui pniase diviser a la 

foia ^ at a ; or , d*apr^s ce qui priScede , tout nmnbra 

premier qui Be diYise pas a, sa peut diyiBcr ax a, on 

p^; tout aombre previier qui ne divise pas hy ne divisa 

paa h x h ovL h* : les nombres. a' et.ii' sont done 

alora premioni estre eux ; et par oonsjequeiit le qoamft 

h^ h 

— de la fraction - , etant irredqctible comme cette 

a\ ' a . 

fraotioti , 4ie sauraiA W^ ua oombre entier. 

.49. 11 r^suUe de c^tte demise proposition , que iou0 
hs nofkbres entiers, qui ne wont peint ftMrrSs parfalts,, 
n'snt point de rAeine, non^eeulement en nembree entiere, 
maXe eneere en nembreej^actiennairee, Gependant on 
aad qn'il doit exi«ter une quantity qui , moUipli^ par 
elle-rodfne, produise ^unr nombre quelconque, 2*276, 
par exemple , et qtte , daufi ce oas , oette quantity est 
comprise entre 47 et 48 ; car 47 x 47, dopne un p^o* 
duit moindre que ee nombre , 48 x 48 en donne un 
{rfus grand ; et en partageant TinteryaUe qui 4e troure 
entre 47 eC 48, par des fractions, on trouTe des nombres 
qui , multiplies par eux-m6mes , donnent des produks 
plus grands que k quarr^ de 47, moibdres que celui de 
48, et de plus en plus approchans du nombre, 2376; 

L'extractionde la racine quarr^, appliquite aux aom- 



nombre compose qui est premier ayec Vvm des facieurs d*un pro- 
duit ASf ne diti«era ce produii qu*aataiit qu'il diyisera I'autre 
facteur. 

<iSeci prouv^la proposition i^nonq4^ dans le n* 59 doiVAriikwt^- 
tique, que toute fractiozrdont les tejunes sonl premiers entre «iif » 

h tl hr 

est irr^ductible ; car soH > :^ — : on en d^doMa tf cs— ' , et sr a eti 

a c^ a 

sont premiers entre esx , il Sandra, pour que 4 sAit entier, que a- 
dWise c, ce qui suppose c:^ou^a, et d'oii il rdsuUe dsuwx ^K. 
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bres qui ne sont pas des quarr& parfaits, donne done 
naissance a une iiouvelle espece de nombres , de memo 
qne la division engendre les fractions ; mais il y a cette 
difference entre les fractions et les racines des nombres 
qui ne:sont pas des quarres parfaits, que les preini^res, 
qui se composent toujours d'un nombre exact de parties 
de Funite , ont avec cette unit6 nne commune meture, 
on un rapport exprim6 par des nombres entiers , et qne ' 
les secondes n'en ont point. 

En concevant Funit^ partagee en cinq parties , par 
exerople , on exprime ayec neuf de ces parties le quo- 
tient de la division de 9 par 5 , ou | ; ^ ^tant contenu 
cinq fois dans Tunite et neuf fois dans | , est la com^ 
mune mesure de I'unite et de la fraction |, et le rapport 
de ces quantit^s est celui des nombres entiers 5 et^9» 

En consid^rant qne les nombres entiers , aussi bien 
que les fractions, ont avec Funit^ une commune mesure, 
on dit que ces quantites sont commansuraMee avec Fo- 
njt^, on simplement commensurable*; et parce que leurs 
rapports, ou raieone, avec Funit^, sont exprimes par 
des nombres entiers , on d^signe aussi les nombres en* 
tiers et les fractions , sous le nom commun de namiree 
rationneU^ 

Au contraire, la racine quarr^e d*un nombre qui 
p'est pas un quarr6 parfait , est incommeneurable ou 
irrationnelle , parce que , ne pouvant £tre repr6sent^ 
par aucune fraction , il s'ensuit qu'en quelque nombre 
de parties qu'on suppose Funit^ divis^e, aucune ne sera 
assez petite pour mesurer en memo temps , d'uue ma- 
niere exacte, cette racine et I'unit^. 

Pour'indiquer en g^^ral une racine a extraire, soit 
qu*on pnisse Fobtenir exactement ou non , on se sort du 
eigne \/ qu'on nCMoame radical ; 

|Kl6 est la m^me chose que 4, 

K 2 est incommensurable ou irraiionnelle. 



' 100. (^oiqa'onne'puisiie, paraacun nombre^ntier 

en fractionnaire, obtfeirir une expression exacte de ]/"% 
on en approofae dependant d'aussi pres qu'on veut, en 
tsonrertissant ee norabre en fraction dont le ddnoraina- 
teuF soit an qaarr^; et la raoihe du nuraerateur, prise 
flenletnent en nombre entier , donne ceile du nombre 
propose , exprimee en partie de Fespece marquee par 
ia i^acine quarr^e du denominateur. 

Si Ton convertit, par example, le nombre 2 en 25*"*', 
on aura ||. La raeine de 50 etant 7 en nombre entier, 
et celle de 25 etant exactement 5 , on aura | , on 1 j ^ 
pour la raeine de 2, approchee a moins d'un S**"'. 

101. II est yisibte quecette^operation , fondle sur ee 
qu^on a vu , dans le nura^ro 96 , que le quarre d'une 
fraction ^tait exprime par une nouvelle fraction qui 
araitpournumerateur le quarr^ du nuin^'rateur primi- 
tif, et pour denominateur le quarr^ du denominateur 
primitif , s'applique at quelque espece de fraction que ce 
Boit, et plus facilement' encore aux d^cimale^ qu'A 
toutes les autres* Eh cffiet, il suit de son principe, 
que le quarre d'un noilnbfe exprtoo en diki^mes, doit 
Fetre ea centiemes, que celiii d*un nombre exprim6 en 
centiemes, doit F^tre en dix-milli6mes, et ainiii de suite ; 
et que par consequent le nombre dew chifftes dicimaux 
Wu quarrS est loujours double de celtU de la raeine » 
(^tte derniere remarque pent' encore se d^duire du 
principe de la multiplication des nomhres 'd^imaux , 
iqoi a^eut qu'un produit renferme autatit de chi£Bre8 
d^cimaux qu*il y en a tant dans Fun des facteurs que 
dans Fautre. Dans le oas actuel , le nombre propose , 
considere comme le produit de sa raeine multipliee 
par elle-m^me , doit avoir deux fois autant de chiffres 
d^imaux que cette raeine. 

€e qui precMe ^(ant bien cpmpris, il est ais^ d'eiiit 
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coficlore que si Ton vwit obtesir' la racine q^an^ de 
227^ parexeraple, a moins d'liuirTcentidnie f>r6a, U faat 
reduir^ ce nonibire en (Ux-|iiilli0me9> o*est>ardire ajoater 
quatre z^ros a^^. saHe< 4sequi,dqpqera 3820090. dixr 
luilliemes, dont oa extraira la r^eine QODa^e<il*ut}.pareaI 
nombre d*anites ; maia poijiir loaFqu^ que le ii^suUai^ 
doit <ltre des centi^a^es, oa ^par^ra, par uae v^fgidc^^ 
les deux derniers ohiffr^e ^ur la > droite^ On Urpi^yiora 
ainsi, que la racine de 237, a mpifis d'un oe^UemQ pres, 
est 15,06 ; voici rop^ratiou : . 



3,27,00,00 



12,7 
2 00 00 
19 64 



1806 



>■ 



25 
3006 



Si le nomtere 'propose coQtenait d^ja d^ decimales , 
il faudrait en rendre le nouibre^pair , ainsi qvLQ Texig^ 
rextraction* Pour extrauce, parexeoaple, la raciae de 
61,7, Oj(i nietti^ait. un zero aja suite de ce nomb^e, 
pour qu*il eut au n^oi^a desicentiemes, et on extrai^aif 
ensuite la racine de j5i<,70, Si Ton voulait avoir aii/9 
decimale de plu# r o^.v^ettpait deux zeros deplus a la 
suite de cj^ nombre, ce qui ferait 51,7000, et J*on,troaT 
verait 7,19 pouv sa radne. 

Geux qui vuudront s'exc^rcer , pourront chercber Ifl^ 
racines .^uarrees des aonibres 2 et B, avec sept chiffres 
decimauXqi.ee qi:^i,ea|igera qu'ils mettent quatorze zdros 
a la suite de ee^ npmbres ; et ils devront trouver poujc 
resuUat 

1/2 ^ 1,4142186 , VI — 1,7320808. 

I02k Lorsqu'onia.frdure pints de la moitie dea ohiffim 
qu'on Teut avoir a la racine, on pent odKenir le reste pair 
la ^uie dirision. Soitpoiur exemMe 22976; la racitie 



ifuarr^e de «e atoinbi^e est 181, areo ha resle'^lB ; en 
4iTisant ce rekteSlS par 862, doable de 181, ei poxa^ 
rant U quotient jabqu'a deux debimales , on -aura 0,89, 
qa'ilfiiadFa ajoUteraVec 181, etii en resnltera 181,59 
fMwr la raoine de 82976, .exaotd a moins d'un centieme 
pres. 

Pour prouver la legitimite de ce procede , je designe 
par N le nombre propose , par a la racine da plus grand 
qaarre contenu 4ftnfi ce nombre , et par d oe qu'il faut 
i|j outer a cette racine pour avoir la racine exacte da 
nookbre pro{H>9^ ; on aur^ , d'apres ce» denominationay 

et divisant par 2a, on trouvera 

N — a^ *» 

2a 2a' 

Ge resultat fait Toir que le premier membre pourra 
etre pris pour la valeur de d, toutes les fois que la quan- 

tit6 ^ sera plus petite que Funite de Fordre le moin» 

ihiw^ qui se tronve dans 6. Mais le quarre d'un nombrd 
ne pomdant avoir an plus que deux fois autant de chif*- 
fres qcteee nombre, il s'en^uit qne di le nombre de 
cbiffres de a surpasse le double de ceux de 6, la qnan-^ 

tit^ 2r" sera alors une fraction. 
2a 

Dans I'exemple precedent, a :£= 181 unites 09 18100 
centiemes, et a par consequent un cbiffre de plus que 

le quarre de 69 centiemes ; aussi la fraction ^ devient 

**lors ^^, et se trouve beaucoup au-dessous d'une 
unite de la aeconde partie.K9, oil d'un centi^me d'unit^ 
de la premiere. 



lOS. Ged conduit k uae m^thode pour approcher dm 
la raciDe ({oarree d'aa nombre par des firactions ordi* 
naires , en oontinnant uuUfiniment le proeed^ de rex- 
traction des racines..£n effet, a 6iant la radnedaplns 
Ifrand qoarr^ contenn dans N, i est necessairenicnt one 

fraction , et la qnantite ^-^ etant alors beaaconp plus 

petite qne h, pent se neglif^. 

Soit, pour exemple, a extrairela racineqaarrfe de 9; 
le plus grand qnarre contenn dans ce nombre eCant 1, 
apres Fen avoir retrancbe, il reste 1 . IMyisant ce reste 
par le double de la racine, on trooYC 7; prenant ce 
quotient pour la qnantite b, il vient, pour une premiere 
approximation de la racine, l + f» ou |. £leyant cette 
racine an quarr^ 9 on trouve |, qui, retranches de 2 
on f , donnerontpour reste — •• Dans ce cas, la fbrmule 

N—a^ . . b* 



2a 2a 

dcTient 

En prenant — •—• pour b, il viendra poor la seconde 
approximation | — tt = tt 9 qnarrant fl » on trouTera 



f||-9 qnantite qui surpasse encore 2 oaHf. Sobsti- 
tuant 77 A la place de a, il en resultera 

12x34 "■'*" 2a ^' 
ce qui donnera 



^=— 



12xS4~ «»• 
la troisiime approximation sera done 

17_ 1 nxU—l 577 

15"" 12 X 34 ~ 408 ■"4(W 
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n est faoilede continaer cette operation aassi loin qn^on 
Toadra. Je donn^rai, dans le Complhneni de ce Traits, 
d'autres formoles plus commodes pour extraire les ra^ 
cines en general. 

104-. Pour approcher de la racine quarr^e d'une 
fraction, Fidee qui s'offre d'abord est d'exteaire par 
approximation la racine qaarree da numdratenr et oello 
da d^nominateur ; mais en y reflechissant an pea , on 
s'apercevra bientdt qa'on peat eyiter Tune de ces ope- 
rations, en faisant en sorte que le ddnominateur soit un 
qaarrd parfait , ce qoi ne tient qu'a multiplier, par ce 
d6nominateur. Ids deux termes de la fraction proposee. 
SiTonavait, par exemple, a extraire la racine quarrde 
de I , on changerait cette fraction en 

8x7 21 
7x7~49' 

en multipliant ses deux termes par le d^nominateur 7* 
La racine du numdratenr de cette derniere fraction , 
dtant prise en nombre entier, donne ^ pour celle de f ^ 
et ce rdsultat est approche a moins de y* 

Pour obtenir un plus haut degre d'exactitude , il fau- 
drait conrertir, au moins par approximation , la frac- 
tion J en une autre dont le ddnominateur fat le quarrd 
d'un nombre plus grand que 7. On aur&it , par exemple, 
a moins de -^ pres , la racine demandee, si Ton conyer- 
tissait J en i^^^mes ^ puisque 228 est le quarrd de 18 ; il 
Tiendrait ainsi ^- de 228«'««* ou •—, a moins de -rfj ; 
la racine de^ est entre ri ^^ Tjy ^^^ V^^^ V^^ ^^ ^ 
seconde fraction que de la premiere , parce que 06 est 
plus pres de 100 que de 81 : on aurait done ff-ou | pour 
la racine de | a moins de -— pr6s« 

Si Ton Youlait employer les d^imales pour extraire 
la racine approche du numdrateur de la fraction ^ , 
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on troaVerait 4,B83 poar la raoine approchfe dn nam^* 
rateur dl, €t on dtviverait oe r^soltat par la raoine 4vl 
nouToau d^nominatour^ En ponssant le quotient jusqn^d 
trois d^cimales, on aurait 0,655. 

108. AotudieineBt on est en ^t de resondre tontes 
lea Equations dans lesqnelles il li'ehtre qne la leconde 
puissance de I'inconnue , combinee ayec des quantity 
connues. 

11* soffit ponr cela de rhi:nir dans un wul menibre tau€ 
/#» termws affectes de cette puig^ance , puU de la digager 
de S99 mulUplicaiBurs , par la rhgU dun^ 11 : an ohtieni 
la wdeur de r'neennue, en extrayaut la raeine quarrSe 
de. V autre memhre, 

Soit pour example .I'equation 

|x» — 8 = 4 — iar». 

En faisant disparaitre les diviseurs , on trouve d'abord 

15:r» -^ 168 = 84— Uor'. 

Transposant dans le premier membre le terme 14jr', et 
dans le second 4e terme 168, il viendrar 

l&jr» + 14jr» = 84 + 168, 
Cftt 29x«=252, 

et ^'^V.^^ 

. 11 faut bien remarquer que pour indiquer la raoine de 
la fraction ^/, j*ai fait descendrele sig^e V^au-dpssoos 
de la barre qui s^pare le num^rateur du denoininateur. 

1/282 
Si j'ayals ^it — aq" j cette expression aurait marque le 

quotient que donne la raoine qnarr^ du nombre 282 , 
qoand <n la ditiae par ^, r^sultatdiffiireni dn premier, 
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dans leqoel la division doit ^tre effectnee avant Vest* 
traction de la racine. 

Soit encore F^quation litterale 

en operant comme snr la prec^dente , on aura sncces- 
ifrr^ment 



jr> = 



9 V. - . , 



▼ a — c 



t. 



\ • 



^ Je ferai obtorVer , & cette occiEision, qfie lorsqu'on 
vbvft indiquer la i*ac}ne qDi^nij^ d'une qilfiiUtt^ complexe, 
il fant prolong^r k barr^ sap^ieore dii raditi^l sur tonte 
111 quantity. 

La racine de la quantity <4a*^ — ltd' -f e', s'ecrirait 
ainsi I 

VAa*b — ^P+c^',; 
6u Ken encore , 

• » ■ ■ 

en substituant a la 'barre sup^rieure da radical tine 
parenthei^e renferi^aut toutes les parties de; la quan-* 
tite dont il faut extraire la racine ; et cette deroierei 
expression pent quelquefois paraitre preferable a 
Fautre (S5). 

£n general , tonte Equation du second degre de Tes-* 
pece que je consid^re ici , pourra , par la transposition 
de ses termes , etre ramen^e a la forme 



a, 



~ d^signant le coefficient quelconque de a:'/ et on ea 
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100. Par rapport aux nombres absolus , cette aolntioii 
oit ooRiplite , puitqu'elle ram^ne k praiiquer sor le 
nombre , »oit entier, soit fractionnaire, qaerepresente 

la quantity -^ uno operation arithm^tique conduisant 

to^joar• k un r^sultat soit exact , aoit approchant da 
Trai d'auiii pr6i qu*on voudra ; mais en ayant ^gard 
am ilgnes dont les quantitris peuvent dtre affectees , 
rextraction do la raoine qnarr^ laisae uae ambigiiit^ 
d*apr^ laquelle toute Equation dof^econd degnS est 
inaoeptible de deux tolations, tandis que oelles dil 
premier degrtf n^eii ont qu^one, 

£n efibt « dans r^uation g&^rale x* = S5, la raleiir 
de jr ^tant la quantity qui, ^levte au qoarrA, prodnitiS, 
elle pearra , «i ron consid^re les quantity algdbri^e- 
meQt, Aire affi»ct^ indilKreminent du signe -4- oa dn 
•ifoe — I ear, aeit qii*on lad^ugne par -i- 6 oa par — 5, 
w aura ^aleoieiit peur son qoiaiTi, 

en pent dene piendre 

jraa« — S« 

Par k i ft ( ?< »e feis«a « po«r req[MiliQn gnmle 



^-•» 



^* 



V? 



Ott 




On comprend ces deux expressions dans la smvante: 




oule donble signe dr indiqne qu'on pent affecter alter- 
ib^tiTieanent du signe + on dn signe — , la valenr nn*> 
meriqne de 




D'apres ce qn'on vient de remarquer, c^est nne regl^ 
g^n^rale quV/ faut ionner a la racine quarrSe d'une 
quantite quelconque le double signe :±:. 

On poarrait , d'apr^s cette regie , demander ponr<-« 
qnm, x etantla racine quarree dex>, on n'affecte pas 
aussi X du double signe =b« On r^pondra d'abord, ayeo» 
M. Develey {Algelred'Emile,T. II), que la lettrex 
ayant ^te posee simplement sans signe (e'est-a-dire avec 
le signe +) i comme le symbole de Finconnue, c*est 
dans cet etat qu*il en faut determiner la valeur , et que 
lorsqu'on cherche un nombre x dont le quarre soil h, 
par exemple, il n'y a que ees deux solutions possibles : 
jr=:-*- 1^3, X = — V^h. Eusuite, quand m6me, eh 
r^solvant Tequation x^ = h, on dcrirait ± x = db y/^ 
et qu'on arrangerait ces signes de toutes les manierea 
possibles, savoir : 

* 

on n'obtiendrait rien de plus , puisqn'en changaiail le 



mgae det deux membres de la seconde Equation dm 
ehaqne Iigne (57), on retomberait snr la premiere. 

107. 11 foit encore de la consideration des signet/ 
qoe si le second ^membre de Feqaation generale 

F 

iUdt un nombre n^;atif, Teqaation serait absnrde, 
poisijoe le qoarrid'one quantity affectee sent da si|peH- , 
noil da signe — < etant toojoors aff^^ da i|igne h-^ cm 
ne pent troarer, ni dans I'ordre des qoantites positives, 
ni dans celni des qaantites n^gaiiTcs, ancone qaantite 
dont le quarr^ soit negatif. 

G'est cette circonstance qu'on exprime lorsqa'on dit 
que Ift racine d'une qfuptiilS negative eti imaginaire. 

Si Ton parrenait a Tequation 

on en tirerait 

x>=«9 — 25, 

jr'ts: -^16; 

or il n^ a aucnn nombre qui , multiplie par lai-mSme^ 
pnisse produire — 16. H est biei^ Trai que — 4 mul* 
tipKe par + 4 donne — 16; mais ces deux qnantites, 
ayant un signe different , ne peuTent etre consid^rees 
comm'e ^gales , et leur prodiilt n'est par consequent 
pas tifi quarr^. On verra plus.bas de nouyeabx eclaircis- 
jiemens sur cette espece de contradiction, qu'il fant 
bien distinguer de celle du n<> 58, qu'on simple chan- 
gement dans le signe de I'inconnue a fait disparaitre J 
ici c'est le signe du quarre jr> qu'il .faudrait, changer. 

108. Pour 6tre complete, tine equation da second 
degre k nne scale inconnue doit contenir trois sortes de 
ternes , srroir : des termes «ffeottfs du qaanre de fin* 



*€onnae , d^ontres affect^s de Pinconnue au. premieif 
degre, d'autres enfin toot cc^nus : telles sont les ^ua- 
iions 

La premiere est , h qaelques egards , plus simple que 
la seconde, parce qu'elle ne renfenne qae trois termes, 
que le qnarrd de jr y est pris positivement, et n'a pour 
coefficient que runite. G'est sous cette d,erni^re forme 
qu'joniQet toujourales equations du second degr^-avant 
de le9 resondre f en sorie qu'elles |>euvent 6tre r^pre- 
.sentees alors par la formule 

./I et jT designant des quantit^s connues , soiit positives , 
soit negatives. 

II est visible qu*on amdneratoute Equation da second 
degr^ A cet etat, V en passant dans un seul membre 
lous les termes affect^s de x (10); 2® en <;hangeant Je 
signe de cbaque terme de T^quation pour rendre positif 
celui de s^, s'il etait d'abord negatif (57); 8® en divisant 
tous les termes de liquation par le multiplicateur de 
x^, si ce quarre en a un .{1 1)4 on en multipliani par son 
diviseur, s'il est divis6 (12). 

En appliqoant jceci a Fequartron 

♦or — l^'^ss 4 — %c, 

elle devienl , lorsqu'on passe dans le premier >mem1)re 
les termes affect^s de w, 

--^|ar» + 6x=4; 

lorsqa*on change les signes , 

|jr» — 6jr= — 4; 

4orsqu'on multipUe par le diviseur 5 , 

8»» — «Ox=a=— 20; 

f c 
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' et lonqa'on dirae par le moltiplicateiir i, 

^» — 10x = — ^. 

En companuDii oeite eqaaiion arec la formole generate 

on anrait, poor ce cas particolier, 

^ = -10, y = -^. 

109. Poar parvenir h. la solution des Equations ainsi 
pr^ar^es , il faut se rappeler la reniarque faite dans le 
no S4 , que le qnarre d'one quanlite composee de deux 
termes, contient toujonrs le quarre du premier terme, 
le doable da premier terme maltipli^ par le second , et 
le qvlarre du second ; et que par consequent le premier 
membre de I'^quation 

dans laquelle aet 6 sent des quantites connues, est un 
qdarr^ parfait, celni de x + a, d'ou il resdlte 

' * * ' . t • * 

9 

' Prenant alors la racine quarr^e dd premier, membre, et 
indiquant celle du second , on aura 

Equation qui n'est plus que du premier degr^ , par rap- 
port a I'inconnue x , ei dohne , en transposant , 

Une equation du second degre setait doiic facilement 
rSsolue si elle 6tait ramenee a la forme 

c'est-a-dire si son premier membre etait un quarre. * 



i 

[ 
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Maiij le premier tneinbre de r^nation generate 

V 

jr'+lfcr.asy, . 

renfeme di^k deax termes que I'on peat regarder commo 
fai^ant partie du quarre d^an binome ^ savoir : s* qui 
sera le quarre du premier terme ^r , et px qui sera le 
double du premier muhipH^ fkr le second , lequel ne 
peut6tre par consequent que lamoiti6 dep, ovLjp, Pour 
achever le quarre du binome ^+7/7, il faudrait encore 
le quarr^ du second ierme^p; raais ce quarre pent Strc 
form6 , puisque pei^p sont des quantites connues , et 
peut ensuite etre ajoute au premier membre , pourvu 
qu'on Tajoute en mSme' temps au second , afin de eon- 
server ]*egalite; et ce dernier membre demeurera encore 
t6ut connu. 

Le quarre de{ p 6tant j p^, son addition aux deux 
membres de rdquation proposee, 



*i » 



... . • 

la change eh . . , 

I 

resul tat dont le premier piembre est le quarre dea:-\-jp: 

preiiant done la racine'des deux membres ^ j'ai 

• • •» • . 

et tcansposant , ii vient 

^——{pdzVq+^p', 
d'oi^ Je' tire sac(ieMiTemeiit , .. • : 



*——-,p+y 9+ip' 

Ct xs= — {p — Vq+jp*. 

> J'ai donne le iigne + au second terme 7^ de la racine 

I du premier membre de requation proposee, a cause que 

i 
I 
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Ic second terme de oe merabre eUit positif ; il faitft f 
mettre le signe — dans le cas contraire , parce que le 
qnarr6 or* — 2ajr + a' repond an binome or — a. 

La resolution d*ane Equation qaelcdnqne da second 
degrtf , s'obtiendra en rapportant cette equation a k 
Tormule generate 

on bien en appliquant immediatement a Fequation pre- 
pos^e , Vop^ration que Ton a faite sur cette formole, el 
qui peat s'enoncer comme il suit ^ 

Rendre le premier memhre de Viquation propoeee un 
qttarri parfait, en y ajotiiant, ainei qu'au second, le 
quarri de la meiUe de la qtiantiU donnee qui mulliplie la 
premihre puieeance de Vinconnue ^ igaler entmte lee 
racinee quarries de ehaque memhre^ en oBservaptque oelle 
^u premier eet compost de Vincennue el de la moilU de 
la quantiH donn6e, qui la muUiplie dane le eecond terme, 
priee avec le eigne de eeUe quaniile, ei que la raeine du 
second memhre doit Stre prieidie du signe db , «/ indiquie 
par le signe ^, ei ells nepeui s*6hlenir immidiaiement» 

En Toici des exemples : 

110. Trouver un nom%re iel, gu'en Vajoutant 1 foie 
a son quarri, la sdmme soil 44* 

s d^signant le'Bombrechercfad, Teqaation sera dyi- 
demment 

4r»4-7jr = 44. 

Pour la r^Ssondre , je prends I $ moiti^ du coefficient 7 
-qai multiplie jp, et T^Ieyant au quarre , j*ai la quantite 
V V^^ j'ajoQte a cLaquejnen^re, ainsi qu*il suit : 

jpi + 7j:+y=44+-j.; 



/ 
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el'eihrediiUani le second laembreenune 8«ak fraction,. 
i1 vient 

„ 49 225 
^ ti^-r. ^ — ^ • 

La racine dii premier membre est, suivant la regie* 

7 15 

ci-dessns j *+ai et on troaye poiircelle du second -^ l 

on a done r^quaiion^ 

7 _^15^ 

de laquelle on ttr<^ 

_ 7 18 

7 U 8 , 

OU jr =s -4- — - =s - ass 4 , 

2^2 2 



7 18 — -- 

I M.^-_, -a__ . a^M* ^ 1 1' 

""^ 2 2 a~ "^• 

La premiere ralenr de t- r^sout la question dans le 
sens de son ^nonc^, puisqu*on a, par cette valeury 

jr» a?r 16 , 

7^ = 28 



somme 44. 

QiHiDt a la seeonde, comme elle est affect^ dck 
signe — ,le terme7jrf deyenant 

7x — 11 = — 77, 

doit dtre retranch^ de x* ; en sorte que T^nonc^ de la 
question resolue par le nombre 11 , est celai-ici : 

Trouver un nombre tel, qu'en retranchanil foip rr 
namhre ie won quarri, il note 44^ 



La Yaleur negative raodifie done wei la qnesftion d'ane 
maniere analogue a ce qa*on a vn ponr les equations 
da premier degr^. 

Si Ton mettait Tenoned ci-dessos en equation , on 
obtiendrait 

et en la r<SiolTant , il riendrait 

-T *« It ^» 



jr' 




225 




7 


"^ 2' 




.-5-.. 


15 

T' 




22 


= 11, 


(^■^ 


7 16 


8 



4 «T «~ • • 

La valenr negative de x est devenne positive , parce 
qa'elle satisfait litteralement an nonvel enonce , et la 
valenr positive , qoi n'y satisfait pas de meme , est de- 
venue negative. 

On voit par la que , dans le second degrc , TAIgebre 
reonit dans lamtoe f^rmnle deui- questions '>qai dnt 
entre elles une certaine analogic. ^ • . . 

111. Quelquefois les enonces qui menent h des 
equations du second degre sont su&ceptibles de de^f 
solutions ; le suivant eaU dans ce cas* 

Tnniifer un wnnbre Ulj que H Von ajoute I9 » €on 
quflrri, la tomme toil egale a ^foU ce nombre. 
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Soit X le norabre cherchi^ ; I'equation du probl^me 
sera 

x^ -¥- 18=5 8x. 

En mettant cette Equation sous la forme prescrite 
n** 108, on«'aara 

d-« — 8>:i=— IS, 

jr» — Sjth- W =^ — 18 ^'f6, 
dr» — 8jr -f- 16= 1, 

,r — -i = d= 1 , ' 

^ - jr = 4'rb"lj •• •^' 

OU j: = 8 » 

II y a done deux nontbre8<Hflepens^ 5 et 3, qui jouis- 
sent de 4a propri^te comprise dans I'enonce. 

:•• . . '• • : 1 

112. Quelquefois aussi on rencontre des enonces qui 
ne peuYcnt 6tre r^soluad'4«64l9e.raaiiiaredanltenf sens 
preoif, (et qui doivent ^tre liiodifie4;>\^ oas est .eriul ou 
les deux racines de Tequation sont negatiypsv bo^nnne 
celles de foisuivante : . ^ > !> : . 1 n « 






Gette Equation , qui exprime que le quarrS du nomhre 
eherchS , augments de %fois ee noriihre , et encore de 6, 
doit donner une somme iqah a,%^ ne pent eyidjemment 
Stre v^rifi^e par addition, comme elle est posee, puisque 
d6ja 6 surpasse S; et en effet , 'l^i on la r^sout, on trouve 
successivement 

x^ Hr-BLr= — 4, 

^ 25 28 , 9 

8 .3 



MM. 






Let ngocB — doat footaffecCefles oombret I el 4 , fool 
▼oir que le terme &r doit tee retranche des aiities , 
oa que r^oone^ doit, poor les deux Tideun, Aire redige 
ainsi : 

2ViMiMr urn nomine iel, quo H on lo roirameho Zfiio 
ie son qmarri, ot qtion ajowUo 6 au rtoU, on aii 2 fomr 
rSouUai. 

Gel 600006 fonroil r^qaalioo- 

qui donne poor «r lee^deox valears potitivet 1 el 4. 

lis Soil eneore ceproblteie : 

Parian lo nomhro p on doux- paHioo doni lo produU 
ooUigtdk^H. 

En dMgnanl nne de oe» parlies par x, Fanlre sera- 
exprim^ fBxp — «, el lenr produil serapjr — x' .- on. 
aura done r^ualion 

eu 9 en changeani les signes^, 

el rdsoWanI eelie demi^re , on Irouvera- 

x^\p,±Vip-^q^ 

Si^ poor particulariser la question , on faisail 

!?=« 10, 5^=11, 
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:r = 8dbl/25 — 21, 

c*e8t-a*dire que Tane dea parties Berait 7 , ei Tautre 
iserait par cons^qaent 10 — 7 on 8. 

Si Ton prenait au contraire 8 pour s , Tautre partie 
serait 10 — 8 oa7^ en sorte que par rapport a Tenono^ 
actuel , la question n'a , a. proprement parler, qa'une 
solutTon, puLsque la.seconde n'est qu'uo changemeut 
d'ordre entre les parties. 

L'inspeeiion attentive de la yaleur de x fait voir que 

dans la question dont il s'agit, on ne petit pas prendre 

tout-»*fiiit arbitrairement les noaHbresp et q ; car si f 

«a 1 ' • f />* 

surpassail y, ou le quarrrfde ^p, la quantity ^ — q: 

serait negative, et on retomberait sur le caractere^ 
d'absurdite remarqu^ dans le n« 107. 
Si Ton prenait, par exemple , 

|i=lQet£ = 8a, 

il viendraft 



;r = K±i/28 — 80=8=fcl/'— 6: 

le problenie serait done impossible aveo ces donnees. 

114. L'absurdit^ des questions qui conduisent a des 
raeines imaginaires ne se manifesto que par la conelu- 
sien; et Ton doit ddsirer de connaitre, par des caractires 
tenant de plus pr^s a Tenoned, en quoi consiste Fabsar- 
dit^ du probleme, de laquelle r^sulte celle de la solution i 
^'est ce quefera voir d'une maniere precise la considtf^ 
ratioa suivante. 
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Soit d la diff(6rence des deux parties da nombve' <pro* 

pos^ ; la plas grande sera^ +-,\ai plus petite^ — o(^)) 

or il est bien proave (29, 80 et Si) que 

done le prodi^it des deux parties da nombre proposd , 

quell^s qa'e^les ^oientvest tQujfiurs moindre que V, oa 

que le quarr^ de la moitie' de leur somme , tant qae d 
n'estpas nul ; et quand cette circonstance a lieu, chaoune 

de oes deax parties ^tant ^gale a | , tear pr«id[fit n'est 

que^w II est done abaurde de demanider ^a'il soit pliia 

grand; et e'est avec raisan qae TAlgSebre , re^udant 
alors d'une mani^re contradictoire aux principes, proo ve 
par la que ce qu'on cherche n'existe pas. 

Ce qu'on vient de montrer sur Tequatipn , 



jr* — jP^= — ^9 



fournie par la question precedente , convient a toutes 
celles du second degre ou q est n^gatif dans le second 
membre, les^eules dans lesquelles on puisse rencontrer 

des racinesimaginaires, puisquele terme^ , place sous 

le radical , conserve toujours le signe H-,.q]ie1 jqup^pit 
celtti dep. En effet , quand on aurait I'equaUq^^ ; ; . 

. . . . * ' * A ' 

jr' H-j!?ar== — q^ ou o:^ H- j?ar 4- g' = , ' 

'. ■ • • ■ • n ' 

on verrait d'abord qa^blle ne satirait? adtiiettre«|acune 
solution positive, paisque soii* premier' merlbve ue 
renferme que des termes additifs; et p^utf ^v^ si 
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' rincoDQue x pourrait ^ire negf^tive , il suffirait dc. 
changer jr en -*- y. L'inconnue y aarait alors des valaurs 
positires qui seraient doimees par I'^quation 

yi_^-f.5r = o, ou y*— j9y = — y, 

precis^ment la mdme que celle 4u numiero precedent; 
or les valearB de x ne poavant etre reelles que lorsqae 
celles de y le seraient, elles deviendraient encore ima- 

ginaires dans le cas actuel , si q surpassait ^* 

On voit done, par les remarquc^s ci-dessus, comment 
et pourqaoi, hrsque le terme tout connu tTune equation 
du second degri est n^attfdane le second memhre, etplue 
grand que le quarri de la moitii du coefficient de la pre- 
mihre puissance do Vineonnue, cette Equation ne peut 
avoir que des racines imaginaires, 

115. Les expressions , 

et en general celles qai comprennent la racine quarrde 
d'une quantity negative , se nomment quantitSs imagi- 
naires (*), Ce ne sent que des symboles d'absurdit^ qui 
tiennent la place de la yaleur qu*on aurait obtenue , si 
la question proposee e4t ^te possible. 

On ne les neglige point dans le calcul , parce qu*il 
arrive quelquefois qu'en les combin'ant d'apres'certaines 
lois, Tabsurdite se detruit, et le resultat devientreeK 
On en trouvera des exemples dans le Contplhn^nt, 

1 16. Gomme il importe beauconp aux commen^ans 
d'acquerir dea notions exactes sur tous.lesj^iYtf d'analyse 

■ ■ ' I '^ II, I f i ■ li i i I i ii a i . .i n 

(*) II serait plus exact de dire expressions ou symioles iinagi- 
nairest puisque ce ne aoat pas dee qui^ntit^s. 
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qui parainsent sortir des idees eommunes , j^iii era qa'if 
fallait aussi aj outer qoelques Eclair nissemens a ee que 
Ton a deja vu (t06) sur la ndcessit^ d'adraetlre deaxi 
solutions dans les equations du second degr6. 

Je vais montrer que s'il existe une qiianti/e a qui ,, 
Muhttituie b la place de x , tathfasie a Viquatlon du second 
degri x' -f- px = q , e/ eoit par consSquent la valeurde x, 
cette inconnue aura encore une autre valeur. Si Ton- 
substitue , en e£Eet , a a la place de x ,. il en resultera 
a* -\' pais=^q ; et puisque , par Thypoth^se , a est la 
Taleur de x, q sera necessairement €}^a\ a la quantite 
a* •+- pa : on ponrra done ecrire cette quantite au lieu 
de q, dans I'equation proposee, qui deriendra par la 

X* -^ pxs=:a* -^ pa. 

Transposant tons les termes du second membre dans le 
premier, il viendra 

X* -^px — a* — pa s=^ , 

qa*on pent Ecrire ainsi : 

jr» — a* -f-/7 (x^ — «)== 0; 

et a cause que 

jr» — a« = (4r ^c) (* — a) (lU), 

on voitsur-le-champ que le premier membre est divisible 
par X — fl, et donne pour quotient exact, x -^ a -4- p i 
on a done , d'apr^s cela , 

x*-^px — qsszx* — ii»-*-/?{x — a)sss{x — a) (arn-a-K-p). 

Maintenant il est Evident qu*an produit est ^gal a zero , 
lorsque Fun quelconque d&ses facteurs devient nul ; on. 
doit done avoir 

(x — a) (j;>-f- a Hr-j9)=s0, 



non-fleuIesieAt lorsque x — ^ := , ce qui donne 

mais encore lorsqtie ^ 4- a 4- /^ ^=bs , d^oik il r^sulte 

J- =s= — a — ji. 

II est done prouve que si a est une deft yaleurs 
♦de jr, — a — 'p sera necessairement Tautre. 

Ce resultat s'accorde avec les deux valeurs comprises 
^Qs la formule 

«ar en prenant pour a la premiere, — 7/1+ V q^-^\p*y 
par exemple, on (rouverait pour Fautre 



ce qui est en effet la seconde racine. 

Je reviendrai dans la suite sur ces remarques, apk 
contiennent ie germe de la thterie generate des Equa- 
tions d'un degre quelconque. 

1 17. La difficulte de mettre les probl^mes en Equation , 
est , pour le second degr6 , et en gEnEral pour quelque 
degrE qae ce soit , la mdme que pour le premier, et 
consiste toujours dans la mani^re de dEmSler toutes lea 
conditions distinctes, comprises dans TEnoncE, et de 
les exprimer i I'aide des caract^res algEbriques (14). 
Les questions precedentes n*offraient aucune difBcultE 
a cet egard , et Ton doit «'etre auffisamment exercE des 
le premier degre; cependant je vais encore rEsoudre 
tjuelques questions quidonueroat Ueu a plusieurs obser- 
vations utiles. 

On a employi deux ouvHere, gagnant des eaiaires 
diffh^ene; le premier ayant eti payi au houi d'un eeriain 
nomhre dejoure^ a re^u ^^f ranee ^ et le deuxihme ayani 
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iravailU mix jourt de ntoins, n'a eu quB \^A francs; «V/ 
avait trawdlU toiu les jours, et que Vautre eHi manque 
sir jours, ils auraient repu tous deux la mSme somms : 
on demande comhien de jours chacun a tratailU, ei Uprix 
de ifa' journke. 

Ge probleme, qui semble d'abord renfermer plusieurs 
inconnues , se resout facilement par le may en d*une 
seule , parce que les autres s'expriment immediatement 
par celle-ci. 

En designant par x le notnbre des jours de travail du 
premier ouvrier, 
X — 6 sera celui des jours de travail du second, 

'sera le prix de la journ^e du premier ouvrier^ 



X . 



c^lui de la jtturnee du second ; 



X ' — 6 

si ce dernier eut ^ravaill^ pendant x jours , il aurait 

54 Ux 



jrx s pu 



— e^-^^r — 6' 
et le premier t/rjavaillant seulement jt*— 6 jours, n'aurait 

• i 

' ' , ^. 96 96 (x-^6) 
ea que K~6) r— ou — J -r- : 

* ' X X 

4 , 

.{'equation dU probleme sera done 

Ux 96(ar—6) 

X 6 X 

H faftt' di'abord ftnre disparailre les denominateuts de 
cette equation , et il vient 

., 54^' = 9e(ar— 6) (or — 6)5 

les nombres 54 et 96 etant tous deux divisibles par 6, 
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oe resultat se simp^ifie': on trouve 

9jf« = 16 (x— .6) (^—.6). 

1 ■ , ; 

I 

00 pounrait prepaiter oetfe dei^iehe equatiotfi fiuivatit 
la regi^.du n® 108^ pour :1a r^BOudre; mdU I'objeiide 
cette regie n'etant que de faeiliter rextrouction de la 
racine de cbaque membre de I'equation proposee, elle 
est inutile jioi , ou les deun ifieoibFesi fse presentent 
d'abord sous la forme de (juarres ; car il est visible que 
9s* estle^quap*^ de is, et que 18 (^— 6).(;Prr-6) est 
le quarrd de 4 (x — 6 ) : on aura done tout ide. suitp 

&r=x2fc:4{jr — 6); 
d'ou il resulte 

24 

OU Sa:=:-^4^+24, Jfsi-s-, 

Par la premiere solution de la question, le premier 
ouvrier Q«trffvaill6 pendant 24^ joois^ et a gugn^ par 

96^'. 
consequent -^r-r* , oil 4 fr. par jpur, tandis que le second 
^4 

n'a travaille que 18 jours , et a gagne -• ' ^ ou S fr. par 

jour. ./';'.,.. 

La seconde solution repoud a nne autre question 
nQm^ri(|ne' liie a requatioil proposee , d'une 'in'arhi6re 
analogue a Gelle-que^j'ai remarqn^e dans^ n° 111* 

118. On rctnet a un hanquier deus billets sur la mime 
personne; le premier de ^^0 francs, payaBle dane sepi 
moisy le second de l^Q francs, payable dans quatre niois; 
etil donne pour le (out une sonvme de \^^(S(^ francs : on 
demande quel est le iaus annuel de VintMt d^apres 
lequel ces billets ont etc escomptes. 



t 

f 
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Afin d'eyiter les fractions dans rexpression des inte- 
T&is pour sept mois et j>our quatre, ja representerai 
par l%e celoi qae produit annuellement one somino 
•de IdO francs, et ViaiiT&t d'an mois sera alors jr. GeYa 
pos^ , la yalevr pr^sente da premier billet s'obtiendra 
«n faisant la proportion 

100 + 7x : 100 :; 850 : .^T^ (Ariih. 120) ; 

lOO+Tx^ ' 

ia valeur pr^sente da second billet r&oltera de m&nre 
de la proportion 

100 + 4a: : 100 :: 7M : -^S??-. 

£n reunissant^es deux valeurs, I'^equation du probleme 
:sera 

55000 72000 .^^ 
+ rKR — r- = 1200. 



100 + 7jr^ 100 + 4jr 

Les deux membres ponyant «e diviser par 100 , QR\a 

275 860 

+ 



1j00 + 7x ' 100 + 4;r ' 

puis faisant disparaitre les denominateurs , on trouye 
^ successiyement 

275.(lOO+4x) + S60(100+7x)==6(lpO+74{lJOO + 4jr), 
27500+ ir00x+46000+3520jr»= 
60000 -f 6600^ + 168x% 

ce qui se reduit a 

168x» +2980^:5= 3500, 
£t divisant tout par 2 , on obtient 

84a« + 14904r=1750, 



^e qui dontie enfin 

1400 _1750 

En comparant cette equation a la formula 

il yient 

1490 1780 

et Texpressioii 
se change en 



84 -- V 84. 



745 1750 



.84 84 

II faut d'abord reduirea nne senle les fractions conr^ 
prises sottd le radical : on aara 

745.745 4- 1780.84 702028 , 
84.84 ~ 84.84' 

et en observant qae le d^nominateur de cette fraction 
est un quarr^ parfait, il ne restera qu'a extraire la racine 
qu^rree du numerateur. Si Ton s'arrete aax milliemes, 
on trouvera 887,869, ponr celle de 702025; et en lui 
donn&nt le denominateur 84, les valours de s seront 

746 8S7,369 92,869 

'' = ~'W^~W ST"' 

_ 745 8*7,869 1582,869 

*~~84 5r"~ 84 • 

La premiere de ces valenrs est la seule qui resolve 

12 
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la qaestion dans le sens de son ^nonc^. En divisant son 
denominateur par 12 , on a (Artih. 54) 

-g. 92,869 ,^ 
12jr = —^ — == 15,267 ; 

c*est-a-dire que Fint^r^t annuel est de 13,27 p. 7. 

119. La question suivante est digne d'attention, par 
les circonstances quepresente I'expression de I'inconnue. 

Partager un nombre en deux parties dont les quarrie 
soient dane un rapport donni, 

Soit a le nombre donne , 

m le rapport des quarres de ses deux parties, 
X Tune de ces parties ; 

I'autre sera a — x; 

et d'aprds T^none^ de la question, on aura I'equation 



jr» 



(a — x) [a — x) 



'fn» 



II se presente pour la resoudre deux Toies : on pent 
ou la preparer pour lui donner la forme x^ +px = q, 
et la rdsoudre ensuite par la m^thode gendrale ; ou bien, 
profitant de la remarque facile k faire , que la fraction 



(a — jT (a — x) 

est unquarr^, puisque son num^rateur et son denomi- 
nateur sont des quarres, en conclure snr-le-champ , 



a — X 
arssd=(a — a)]/nu 



En resolvant s^par^ment les deux equations du premier 
degr^ comprises dans cette formole , savoir : 



on en tirera 
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jr=*: -♦- {a — jr) V^, 
jr= — (a — x)Vm, 

al^ m 
— aVm 






Par la premiere solution , la seconde partie da nom- 
bre propose est 

l-i-i/ln l^Vm l-^ym 



et les deux parties 



==.et 



1 -^-V m 1 + l/^ 

sont, comme Texige I'^nonc^ de la question, toutes 
deux plus petites que le nombre propose. 

Par la seconde solution on a 

aV m a — a^ m + avm a 

et les deux parties sont alors 

aV^ m ^ a 

r=. et 



1— V/m l—VUlt 

Leurs signes etant con^raires , le nombre a n'est plus , 

a proprement parler, leur somme, mais leur di£r4Srence. 

Lorsqu'on fait m = 1 , c'est-a-dire qu'on suppose 

que les quarr^s des deux parties cberch^es sont egaux, 
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on a 

Km:= 1 ; 

la premiere solation donne deax parties egales , 

a a 

r^uhat dvident par lui*ni6me, tandis que la seconde 
solation donne denx resaltats infinis (68)f.8ayoir : 

— a — a ^ a a 

ou — :r— , et -s s- ou X : 



1 — 1 ' • 1 — 1 "0' 

ce qui doit etre, ear il n'y a qn'en regardant deux 
quantity comme infinimeqt grandes, par rapport a leor 
difference a, qn'on pent sapposer le rapport de lenrs 
qaarres ^gal a Tanit^. 

En effet , soient s et x — a ces deux quantit^s , le 
rapport de leurs quarrea aera 



et en divisant les denx termes de cette fraction par jr*, 
elle deviendra 

1 

1— — + - 

or JT' 



or il est yisible que plus le nombre or sera grand , plus 
les fractions—,— seront petites, et plus le rapport 
ci-dessns approehera d'etre egal a 7, ou a 1. 

120. Pour comparer maintenant a la marche qu'on 
Tient de sniyre , la m^thode gen^rale , on d^veloppera 
Tequation 

jr» 



D'AMtBBE. 161 

on aura SQCoessivemeat 

jf> = m(tt — x) (a — jc), 
jr* = a^m — %imx + tnx*, 

(1 — aw) jt' + Samor = a*wi , 

1 — m 1 — w 

- . . ^ Sam a*f» 

et, en faisant p^-z , q = 



1 — m'^ 1 — 
la formule jgpiiii^rale 'donnerti 



= ??L.±\/— 

l-.„t V (I 



a*m* a*m 



(1 — tn) (1 — m) 1 — fn 

Ges ralears de x paraissent bien difilirentes de celles 
qui ont 6ie troav^es plus haat ; cependant elles s'y ra- 
m^nent, et c'est en quoi Texemple qui m'oceupe pent 
^tre utile pour montrer Hmportance des transformations 
que les diverses operations algebriques produisent dans 
I'expression des quantit6s« 

II faut premi^rement r^duire au mdme d^nominateur 
les deux fractions compriBet sous le radical, ce qui 
s'effectuera en multipliant par 1 — m les deux termes 
de la seconde ; et il viendra 

(1— m) (1— m)^ 1 — w (! — »») (1— wi) 

{\^m) (1 —m) ~{\—m) (1— wi)' 

Le denominateur <$tant un quarr^, il restera seulement 
a extraire la racine du num^rateur, et on aura 



v^ 



a^m* a'm Va'^m 



(1 — m) (1 — m) ■*■ l—m \—m' 

§ 

tuats rexpreision \/a*m peat enoore sq smplifier. 
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II est risible que le qaarre d'nn prodait se oompose 
da prodait des quarrea de chacan de ses facteors, 
paisqae , par exemple , 

et qae par conseqaent la racine de b* c* d^ n'est autre 
chose que le produit des racines b, e et d, -des facteors 
b*, e* et d*. En appliquant cette remarqae au prodait 
a*m, on Toit qae sa racine est le prodait de a, racine 

de a*p par k^ qai est I'indication de la racine dem, 
ou qae 

II soit de ces diverses transformations que 



A9R 



ou bien 



1 — m 1 — w, 

— - am + gym 
1 — tn 

— gi^ — aV m 
I — w 



Qaelque simples qu'elles soient, ces expressions ne 
sent pas encore celies du num^ro pr^c^dent ; et mSme 
si Ton chercbe a les verifier pour le cas oii m = 1, elles 
deviennent 

— a + a 



1—1 0' 

— a — a — 2a 



T-nr — 

On retrouve dans la seconde le symbole de Finfini, 
comme pr^c^demment, mais la premiere presente cette 



forme ind^terminee , ~ , doat on. a d^ja va des exemples 
dans les n®' 69 et 70 ; et avant de prononcer sur sa 
▼alenr, il est a propos d'examiner si elle ne tombe pas 
dans le eas da n? 70, si ce n'est pas un factenr commun 
aa nnmeratenr et au d^nominateur, que la supposition 
de m ss 1 , rend ^gal a z^ro. 

L9 • _ — dtn Ar dv fit 
expression "^ 

1 — m 

revienti a(— w+|/i;;) _ a(l<^~m) 

1 — m 1 — m 

On Toit deja que le num^rateur ne devient z^ro , que 

par le faeteur \^ m — m; il faut done chercher si ce 
dernier n'aurait pas quelque factear commun avec le 
denominateur 1 — m. Pour eviter I'embarras que pour- 
rait causer le signe radical , je fais k^ m = n , et j*ea 
conelus , en prenant les quarres , nt &= n> •* ceci cfaiange. 
les quantit^s 

Vm — m et 1 — m 
en n — «• et 1 — n* ; 

orn— n'=»(l — n)etl— n*=:(l — n)(l+«) (84); 

en remettant pour n sa yalieur V^~m, on a 

1— m = (l — 1/^)(1 +\^m), 
, et par consequent 

a (|/^ — m) fl ( 1 — V^ln) l^"w 

1— '^ ~(1— l/^)(l+l^^)~ 
a vm 

rdsultat semblable h celui du n* 119k 
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On tidmi de tn^me la seconde valeur de x, en obiter- 
yant que 

— a Vni 

comme dans le n"* 119 (*)» 

II n*est pas difficile de voir que j'aurais pa ^viter les 
radicaux dans les calcals pr^cedens , en representant 
par m* le rapport des quarres des deux parties du 
nombre propose : alors m en eut et^ la racine quarr^, 
qu'on pent toujours regarder comme connue , lorsqae 
son quarr^ est'donne; mais on n'aurait pas d*abord 
senti le but d*un pareil changement de denudes , dont 
les algebristes font souTent usage pour simplifier les 
calculs; c'est pourquoi j'invite le lecteui* a recommen- 
cer la solution du probl^me , en mettant m.^ au lieu 
de m. 

De Vextraetion de la racine quarrie dee quantitie 

aijfihriquee. 

121. La question precedente suffit pour indiquer 
comment il faut se conduire dans la solution des ques- 
tions litt^rales , et a present d une transformation qu'il 



(*) L'exemple que je viens de traiter si au long , r^pond k un 
probl^me r^olu par Clairaut dans son 4lghbre, et dont T^nonce 
est celui-ci : Trout er^ sur la Ugne qui joint deux lumibres quel- 
conquea f le pdinf oil ces deux lumibres Scluirent Sgalement. 
J'ai d^pouill^ ce probl^me des ciroonstances physiques qui sont 
ctrang^res d I'objet de cet ouTrage, et qui no peuTentque detour- 
ner I'attention qu'exigent les circonstances alg^briques, tr^s 
remarquables en elles-memes, et que, pour cette raison, j'ai d^Te- 
l^oppees plus que ne Tavait fait Clairaut. 
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iniporte da remarquer , savoir , celle de 

\/a^m en a \^m (pa^e 182) , 

puisqae par son moyen on peut r^daire an plus petit 
Dombre possible les facteurs contenus sons le radical , 
et simplifier d'autant If^^tractiqti de U racine qui reste 
a opdrer. 

Cette transformation consisie , comme on Fa ru a 
Tendroit cite , k prendre eiparement la racine de tone les 
facteurs qui sont des quarris , el icrire ces racinee hors 
du radical, comme muliiplicateurs de ce radical, sous 
lequel on laisse, teU qu'ih sent, lesjacteurs qui rue sent 
pas des quarris. 

Gette regie suppose , premierement ^ que Ton sache 
reconnaitre si nne quantite algebrique est un quarre, et 
dans ce cas en extraire la racine ; et , poor cela , il faut 
distinguer les quantit^s monomes des polynomes. 

112. II r^salte ^videmment de la ri^le des exposans 
dans la multiplication , que la seecnde puissance d*une 
quantum quelconque a un espoeant deuMe de celui de eette 
quantiU, 

On a , par exemple , 

a>xa'=:a% fl»xo'=o4, a^ x a^ «a a^, etc. 

II suit de la que toutfacteur qui est un quarrd, doit 
avoir un exposant pair, et qu'on ohlient la racine de ce 
facteur en kcrivant sa lettre avec un exposant igal a ta 
tnoitie de V^posant primit^. 

On a ainsi 

l/a* =s a' ou a, l/o4 —- a^^ |/^ = a^ etc. 

A regard des faicteurs numeriqoes, Textraction de 
leurs racines s'opere, s'il y a lieu , par les regies ensei- 
gnees precMemment. 
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D^apres ces remarques, les factears a^, ^^» tf*^ de 
Fexpression 

sont des quarr^s ; le nombre 64 est le quarre de 8: done 
I'expresHonproposie, iiantleproduitdefaeieurt quarrit, 
aura pour racine le produit des racinee de chacun de eee 
/aeteure (121) ; et par consequent 

128. Lorsqne cette circonstance n'a pas lieu , ilfaut 
ehereher a dicompoier le produit proposi en deux autree, 
dont Pun ne contienne que leafacteure quarree et V autre 
lesfaeteure non quarree ; et pour cela il faut consid^rer 
k part chacan de ses facteurs. 

Soit 9 pour exemple , 

On reconnait facilement que parmi les diviseurs du 
nombre 72, il y a des quarres parfaits, savoir, 4, 9 et 86 ; 
et en^ prenant le plus grand , on a 

72=86x2. 

Le facteur a^ ^tant un quarr^, on le met de c6te ; passant 
ensuite au facteur b^, qui n*en est pas un , puisque le 
nombre 8 est impair , on remarque que ce facteur pent 
se decomposer en deux autres b^ ei b, dont le premier 
est un quarre , et qu'on a 

b^ = b^.b; 
on voit aussi qu^e 

C^ = c4 ^C y 

il en serait de m&me de toute lettre ayant un exposant 
impair. Toutes ces decompositions donnent 

72a«V = 36 .2a4*» .be^.c; 
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et rassemblant le5 facteurs quarres , il vieiit 

Enfin , prenant la racine da premier produit et indi- 
quant celle da second » ob a 

Voici encore quelques exemples de reductions sem- 
blables , pr^c^dees des calcals qui les mettent en ^vi* 
dence : 

t^Vt — tVt' 






a 



(m^ + win) = - l/^j»' + »»« 



II faut remarquer, par rapport au premier, qu'on 
pent faire sortir du radical le d^nominatear des frac- 
tions alg^briques , en le rendant un quarre , d'apr^s ce 
qui a ete dit n"* 104, poar les fractions numeriques. 

124. Je vais passer a I'extraction de la racine quarrde 
des polynomes. II est important de se rappeler qu'au- 
cun binome n'est un quarr^ parfait , parce que tout 
monome ^Icy^ au quarr6 ne produit qu'un monome, et 
que le quarr^ d'un binome renferme toujours irois 
parties (S4). 
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On se troroperait grosgierernent eQ prena'nt poar 
Va* + b^ le binome a ■{■ h, qnoique a soit s^par^ment 
la racine de a*, eih celle de ^^; car le qoarre de a-^h, 
etant a^ + 2a3+^*« c&Diient en oatre le terme +2a^y 
qui ne se trouve pas dans Fexpression a' +^*. 

Soit done le trinome 

afin de retroa^r dans cette expresstxm les trois parties 
qui composentle quarre d'un binome, je Tordonnepar 
rapport a Tune de ses lettres , a la lettre u , par exemple ; 
il vient 

Alors , qaelle que soit la racine cberchee , en la suppo- 
sant ordonn^e par rapport a la mdme lettre n, le quarre 
de son premier terme doit necessairement former le 
premier terme 16a^* de la quantity proposee ; le double 
produit du premier terme de la racine par le second , 
doit donner le second terme ^ka^h'^c de la quantite pro- 
posee ; et enfin le quarre du dernier terme de la racine 
doit 6tre precisement le dernier terme 9&^ de la qaan- 
tite proposee. D*apr6s ces considerations , I'operation 
se dispose comme on le voit ci-dessous : 

16a4c' -+- ^ha'h^c -t- W I ia^c -*- Zh^ racine 






— 16aV ) Qd'c^U^ 

oT 

J'extrais d'abord la racine quarree du premier terme 
l^a^c*, et le r^sultat Aa*c (122) est le premier terme 



'dela raoioe qai s'eoril a droite , sur la aieme ligne que 
la quantity propose. 

Je retranohe de oette quantite le qiiair^ 16a4e' du 
premier terme Aa^c de la raoine ; et faisant la redaction, 
il ne reate qae let deux terines Ua'Pc^ 9^^. 

Is terme %4a*i^e iiant le double prodiMt du premier 
terme de la rnoine Aa^c, par le, secoad, j'obtiens ce 
dernier en divisant Ha^'Pe par 8a'o, double de 4«'e, 
et qui s'^crit au-dessoas de la raeine ; le quotient &h^ 
est le second terme de la raeine. 

La raeine est maintenant determin^e; mais il faut, 
pour qu'elle soit exacte j-que le quarr^ du second terme 
fasse 9b^, ou bien que le double 8a^c du premier terme 
de la raeine , augmente du second'3^', et multiplie par 
celui-ci, reproduise les deux derniers termes du 
quarr^ (^l)] en consequence, k c6i6 de 8a V, j*ecris 
+ 3^^ je multiplie Sa^'c+S^^ par S&^; le produit etant 
retranche des deux derniers termes de la quantitdpro- 
pos^e, il ne reste rien, et j'en conclus que cette quan- 
tite est le quarr^ de Aa^c + 3^^. 

II est Evident que les m^mea raisonnemens et les 
memesprocedes peuvent s'appliquer a toutes les quan- 
tites composees de trois termes. 

123. Lorsque la quantity dont on veut extraire la 
raeine a plus de trois termes , elle n'est plus le quarre 
d'un binome ; mais en la supposant celui dSin trinome 
m + n + p,et repr^sentant par / la somme m + n de 
ses deux premiers termes , ce trinome se changeant en 
^ -i-Jff son quarr^ devient 

oil le quarr^ i* du binome m 4- « , ^tant d^Tcloppe, 
produirait les termes m' -|- ^mn 4- n^. Aiosi, lorsqu'cAi 
aura ordonn^ la quantite proposee , le premier terme 
sera evidemraent le quarr^ du premier terme de la 



L 
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racine , et le second renfermera le double produit du 
premier terme de la raoine par le second de cette 
racine ; on anra done ce dernier en diyisant le second 
terme de la qaantit^ proposee , par le double de la ra- 
cine da premier. Gonnaissant alors les deux premiers 
termes de la racine cberch^e , on compl^tera le qnarre 
de ces denx termes , repr^sent^ ici par /', et le retran- 
chant de la quantite proposee , il restera 

quantite qai contient le double produit de /, on du 
premier binome m-^n, par le reste de la racine , plus 
le quarre de ce reste , et fait voir qu'il faut op6rer avec 
ce binome, comme on a fait avec le premier terme m, 
de la racine. 

Soit pour eiemple la quantite 

eka^bc + 25a»4» — JkOa^b + 16a4 + 64* V — mab*e; 

je Tordonne par rapport a la lettre a, et je dispose 
reparation comme pr^cedemment. 

16a4— 40a3^+25a»*«--80cW+6WV / 4g* — liab -{^ S6c 
+ 64a'*<? \8a» — 5a3 

— 16a4 • < 8aa _1 Oa* + Sbc 

!•' rest .— 400^* + 25a»3»— 80fl4'c + 64*»e« 

+ 40a3^— 25a>*» 

2« reste 4.64a*3£?— .80a^V+64*V» 

— 64a'»3c + 80a3^c— 643»c» 



0. 

Gela fait, j*extrais la racine quarree du premier 
terme I6a^, et j'obtiens 4a* p^ur le premier terme de la 
racine chercb^e; j'en forme lequarre, que je retrancbe 
de la quantite proposee. 
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Je double le premier terme de la racine, et j'^cris 
aa-dessoas le resiiltat 8«', par leqnel je diyise le terme 
— AOa^B qui commence le premier reste ; j'ai — 5a^ 
pour le second terme de la racine ; je Fecris a c6i6 de 
9a^, je multiplie le tout par ce second terme , et je re- 
tranche le resultat du reste sur lequel j'op^re. 

De cette mani^re j'ai retranchd de la quantite pro- 
pos^e, le quarr^ du binome 4a^ — f 6a^/ le deuxieme 
reste ne contenant plus que le double produit de ce 
binome par le troisidme terme de la racine et le quarre 
dece terme, je double la quantite Aa^ — ^ab , ce qui 
donne 8a' — lOab, que j'^cris au-dessous de 8a' — 5a^, 
et que je prends pour diviseur du deuxieme reste : le 
premier terme da quotient, est Zhc^ c'est le troisieme 
de la racine. 

Je I'ecris aussi a c6te de 8a' — lOa^, et je mulliplie 
le tout par ce terme ; je retranche les produits du reste 
sur lequel j'op^re , qui se trouve enti^rement d6truit : 
la quantity propos^e est done le quarre de 

4a' — 8a* + 8&. 

11 est maintenant ais^ d'etendre aussi loin qu'on 
voudra reparation ci-dessus, qui est d'ailleurs parfai- 
tement semblable k celle qu'on a enseign^ pour les 
nombres. 

De la formation dot puissances et de Vextraciion de 

leurs tacines. 

126. L'operation arithm^tique d'ou depend la reso- 
lution des Equations du second degr^ , et par laquelle 
on revient dn quarr^ a la quantity qui I'a forme , ou a 
la racine quarr^e , n'est^ qu'un cas particulier d'une 
autre plus g^n^rale , servant a irouver un nombre dont 
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on eonnait unt puisionee ^uiiconque* On con90it que 
oette operation, qui eonduit a un resnltat qa'on designe 
encore par le mot racing, mais en y ajoutant I'indica- 
tion du degre , etant inverse de celle qui sort a trouver 
la paissanoe , ne pent Stre deduite que de Texainen des 
circonstanees de oette demiere, oomme oela arriTe 
pour la division 4 I'egard de la multiplication , avec 
lesquelles ce sujet a d*ailleurs des rapports qu^on aper- 
cevra ljient6t, 

C'est par la multiplication qu'on parvient aux puis^ 
sances des nombres entiers f^\) , et il est visible que 
oelles des fraqtions se ferment en ^levant leur numera* 
tenretleur denominateur a la puissance propose (96)* 

Reciproquement , la racine d'une fraction s'obtient, 
dans quelque degre que ce soit , en prenant eelle da 
numerateur et celle du denominateur. 

L'usagedea symboles algebriques etant tres commode 
pour exprimer tout ce qui tient a la composition et a la 
decomposition des quantit^s , on precede d'abord a la 
formation des puissances des expressions algebriques ; 
car a I'egard de celles des nombres, ce qu'on a dit, n<* 24, 
suffit pour les trouver. 



TaM* dtt 7 prtmiirei pttittancm dst nomhrtt, dfpuit 
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J'ai princijtalement rapporte celte table, afin de mon- 
trer avec quelle rapidity a'accroiaseiit les poissaaces 
del nombres, k meiore qn'ellea deTiennent plus ^leveei, 
remarqae qoi est tres imporlaale poor la suite. On Toit 
en efiet qae la lepti^fl puissance de 3 est d6ja 1S8, 
et que celle de 9 moate a 478S969. 

On coD9oit facilemeut par la que les puissances des 
fractions proprement dites, d^cieissent tr^s rapide- 
nent, pnisque les puissances dn d^omiualenr deTien- 
nent de plus en plus grandcs par rapport k celles da 

num^atenr. La eepti^me puissance de ^ , par exemple, 
■eraitr^,et celle de^ serait senlement 
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1S7« II suit de ce que, dans un prodnit, chaqae 
lettre a poor exposant la somme des exposans qu*elle a 
dans chacun des factears (26) , que la puUtance d'une 
quaniiU monome se forme en TnuIHpUant Vexpoeani de 
ehaque facteur par V exposant de eeite puieeance. 

La troisieme pnissance de a'*b^e, par exemple, 8*ob- 
tiendra en moltipliaift les exposans 2, 8 et 1 , des lettres 
a, h, Cf par S , exposant de la paissance demandee : on 
anra aH^i? ; et en efifet, cette puissance reyient a 

Si la quantity proposee avait un coefficient numeri- 
que , il faudrait Clever aussi ce coefficient k la puissance 
propos^ ; ainsi la qnatrieme puissance de 6ab^e^ est 

parce que*'celle de ft est 81* 

128. A regard des signes qui peuvent affecter les 
qoantit^s monomes , il faut observer que toutee lee pule* 
eaneee dent Vespoeant est pair, ont le eigne -^ ,9t que 
eettee dent Vespoeant eet impair, ont le mime eigne que 
la quantiti qui lee aformkee* 

En effety les puissances d'un dejpr^ pair r^sultent de 
la multiplication d'un nombre pair de facteurs; et les 
•ignei —, combines 2 a 9 , dans la multiplication , don- 
nent tonjours au produit le signe -^ (81). Au contraire, 
si le nombre des facteurs est impair, le produit aura le 
signe —* quand les facteurs en seront affeot^s , puisque 
ce produit r^sultera de celui d'un nombre pair de fac- 
teurs, et par consequent positif, multiplie par un 
facteur negatif. 

129. Pour revenir de la^ puissance a la quantite qui 
I'a formee , ou a sa racine, il n'y a qu'a reuTcrser les 
regies donn6es' ci-dessus ; c'est-a-dire , divieer Vexpo^ 



4. 
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sani de chaque Utire par celui qui marque h degri de la 
racing qu'on v9ut exiraire* 

On trouyera de cette maniere la racine euhique , ou 
du troisietne degre, de Texpfession a^b^c^, en divisant 
par i les exposans 6 , et 8 , ce qui donnera 

Lorsque I'expression proposee a nn coefficient nume- 
rique ,' il faat en prendre aussi la racine , poar former 
le coefficient de la quantite littei'ale qu'on obtient par 
la regie precedente. 

Si Ton demandait, par exemple, la racine quatrieme 
de 81 a^b^c^**, on verrait, par la table da n? 126, que 81 
est la quatrieme puissance de 8 ; et divisant par 4 les 
exposans des lettres , on aurait pour resultat 

tab^e^. 

Dans les cas ou la racine du coefficient num^rique ne 
peut se trouver par la table citee , on Textrait par les 
methodes que je donnerai ci-apres, 

130. II est evident que I'extraction des racines ne 
peut s'effectuer sur la partie litterale des fbonomes, 
qu'autant que chacun des exposans est divisible par 
celui de la racine ; dans le cas cobtraire , on ne peut 
qu'indiquer Toperation arithmetique qu*il faudra faire, 
lorsqu'on sobstituera des nombres aux lettres. 

On se sort encore pour cela du signe l/"~; nfais pour 
designer le degr6 de la racine , on met Texposant comme 
on le Toit ci-dessous , dans les expressions 

3 5 

dont la premiere repres6nte la racine cubique , on du 
troisieme degre , de a, et la seconde la racine cinquieroe 
dea*. 
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Les expressions affeciees da signe {/ , de qaelque 
degre qu'il soit , peuTent souvent se simplifier en faisant 
attention que , d*apr6s le n® 127, une puissance quel- 
conque d'un produU est fornuke du produit de la mime 
puissance de chacun desfaeteursj et que, par consequent, 
la racine quelconque d'un produit estformee du produit 
ies racines de mime degre de chacun de sesfacteurs, II 
resulte de ce dernier principe, que si la quaniiU sou-- 
mise au radical a iesfacteurs qui soient des puissances 
exactes du mime degri quele radical, on pourra prendre 
separim^nt les racines de cesfacteurs, et multiplier leur 
produit par la racine indiquie des autresJacCeurs, 

Soit, par exemple , 



\/ma^lic 



II 



on Toit que 



98=:82>cS=2^3, 

que a^ est la cinquieme puissance de a, 

que ' bi = 5^,5^, 

que £•'*=£?*".<?: 

on a par consequent 

96a5^7tf " =2W^^c~ X S^V. 

Le premier facteur ayant pour racine cinquieme la 
quantity %ibc^, on trouve que 

5 5 ' 

|/96a5^7c» =2a^c» l^U^e. 

131. Toute puissance paire devant avoir le signe + 
(128) , une quantite affectee du signe — ne pent etre 
une puissance de degce pair, et n'a point de racine de 
ce degre. II suit de la , que tout radical d'un degripair, 
comprenant une quantite negative, est une expression 
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imagmatre : 

4 




sont des expressions imaginaires. 

On ne peat par consequent assigner, soit exaetement, 
soit par approximation , pour les degr^s dont Texpo- 
sant est pair, que les racines des quantit^s positives ; 
et ce8 racines petivent ilre affecfke* indiffhremment du 
si^ne+ou du tigne — , parce que dans Tun et Fautre 
cas elles reproduisent ^galement la quantite proposee 
avec le 8igne+^ et qu'on ignore auquel des deux elles 
appartiennent. 

II n'en est pas de mSme pour les degr^s impairs , 
dans lesquels les puissances ont le meme signe que 
leurs racines (128) ; on doit donner aux racines de ces 
degris le signe dont la puissance est affecUe ; et il n'y a 
point d'imaginaires dans ce cas'. 

182. II est a propps d^observer que Fapplication de 
la 'regie donnee n° 129, pour I'extraction des racines 
des monomes , par les exposans de leurs facteurs , con- 
duit naturellement a indiquer, par des signes plus com- 
modes pour le calcul que le signe )/, les racines qui ne 
peurent s'obtenir alg^briquement. 

Lorsqu'on demande, par exemple, la racine troisieme 
de a^y il faut , suivant la r6g1e citee , diviser Fexposant 
5 par 8 ; mais la division ne pouvant s'effectuer, con- 
duit au nombre fractionnaire -f ; et la forme que prend 
alors Fexposant du r^sultat indique que Fextraction 
n'est pas possible dans Fetat actuel de la quantity pro- 
posee : on doit done regarder les deux expressions 

\/a^ et a 
comme equiValentes. 



198 tLtaxns 

La derni^re a neanmoins sar la premiere, TavaDtage 
de conduire tout de suite a la simplification dont la 

quantite V^a^ est susceptible ; car si Ton extrait Tentier 
coutenu dans la fraction 4 9 on a 1 -f f, et en regardant 
cette somme comme Texposant d'nn prodnit (2iS), on 
reconnait que la quantite 

est compost de deux factenrs, dont le premier esl a, 

3 

et I'autre revient a i^a*. 

3 

On conclurait la memo chose de Texpression Va^p 
au moyen du n" 180, mais Texposant fractionnaire y 
m^ne immediatement : on aura d'ailleurs occasion de 
reconnaitre dans d'autres operations les avantages de» 
exposans fractionnaires , et d*en justifier Temploi. 

Pourle moment, il suffit d'obseryer que la division 
des exposans , dans le cas ou elle pent s'effectuer , r6- 
pondant a Fextraction des racines, on doit, lorsqu'elle 
est indiqu^ , la regarder conune le symbole de la meoie 
operation , et en condure que les expressions 



n »» 

^ et «" 



sent ^quivalentes. 

Voila encore les conventions ^tablies sur la manidre 
d'exprimer les puissances, qui couduisent, par analogic, 
et par extension , a des symboles particuliers , comme , 
dans le n<» 87^ on est parvenu a Texpression a?=l. 

188. Je remarque a cette occasion que la regie des 
exposans , relative a la division (86), etaht appliquee 
conformement a celle des signes relative a la soustrac- 
tion (20) , mene aussi a des expressions nouvelles, pour 
une certaine classe de fractions. 
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En effel, on a par ces regies 

a* 






mais si Texposant n da d^nominateur surpasse I'expo- 
sant m du num^ratear, Texposant de la lettre a dans 
le second membre sera negatif. 

Si, par exemple, m=s2, ns=sS, on aura 

mais d'ailleurs, en simplifiant la fraction -^, on trouve - ; 

lea expressions 

1 , 

- et a"» 

sont done ^qoivalentes. 
En g^n^ral, on a , par la rdsgle des exposans , 

am 

et d'ailleors 

A"* 1 



Qfn-^n <j« ' 



il r&ulte de la , qne les expressions 

— et a— « 
a« 

sont ^qniyalenles. 

En effety le signe—- qui pr^^de Texposant n ^tant 
pris dans le sens du n^ 62 , montre qne I'exposant pro- 
pose yient d'une fraction dont le d^nominateur contient 
n facteurs a de plus que le numerateur, ce qui est bien 

-« : on peut done, lorsqu'on rencontre I'une quelconque 

de ces expressions, y snbstitaer Tautre. 
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D*apre8 cetteobseryation, la quantite-^, coniid^ree 
comme 

peat dtre mise sons la forme 

« 
c'est-i-dire , qn^on peutfatre passer au numSraUur fous 
Usfacieurs du d^nomtnateur, en affectant leurs exposam 
du signs — • 

Eeciproquement , lorsqu*une quaHtiU ret^erme des 
faeisurs qffectes d'exposans nigatifs , on les metau dSno-^ 
minateur, en donnant Is signe-\-a leurs exposans : c'est 
ainsi que la qaantite 

a^h^c-^d-^ 
redevient — =,, 

De la fermafion des puissances des quantitis 

complexes, 

1B4. Je commencerai par observer qaelespaissances 
des quantitis complexes s'indiqaent en enyeloppant ces 
qtiantites d*une parenthese, qa'on affecte de I'exposant 
de la puissance. L'expression 

par exemple, designe la troisieme puissanoe de la quan- 
tite 4a* — ^h + ^^'- On marquerait encore cette 
puissance comme ci-dessous , 

4a=» — 2a^+W»^ 

1S5. Les quantites binomes sent les plus simples 
apres les monomes ; cependant^ si Ton en voulait former 
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les puissances par des multiplications suocessives , on 
ne paryiendrait de cette mani^re qu'a des resultats 
particuliers poar chaque . puissance , comme le sont , 
pour la deuxieme et la troisieme, ceux que j'ai fait re- 
marquer dans te n^ S4 ; on formerait cette table : 

(jr + a)'=a?* + 2flw: +«% 

etc.; 

mais on ne saisirait pad facilement la loi des coefficiens 
numeriques de ces resultats. £n refl^chissant au pro- 
c^d^ de la multiplication , on reconnaltra que les coef- 
ficiens numeriques naissent des reductions qu'entraine 
r^galite des facteurs qui ferment une puissance, et 
qu'en empSchant ces reductions , on rendra la compo- 
sitioti des produits plus evidente. 

Poqr opdrer cet effet, il suffit de donner k tons les 
binomes qu'on multiplie, des seconds termes differens, 
de prendre , par exemple , 

x-^-a, x-^-b, X'\'C, Jf+d, etc. 

En effectuant les multiplications que je rais indiquer, 
et en pla9ant dans une meme colonne les termes affectds 
d'une meme puissance de x, il est aise de trouver que 
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(df + a) (jr + ^) (or + c) (jr + (i) = jf* + aor^ + a3jr» + e*<?* + a^tf(?. 

+ hx^ + oejr' + abdx 
4- cor^ + arf jt' + a&ds 

Sans pousser plus loin ces produits^ on pent dijk re- 
connaltre la loi de leur formation. 

En conceyant que tons les termes affect^s dela mSme 
puissance de ^, et places dans la mdme colonne, n'en 
ferment qu'on seul, comme, par exemple, 

et ainsi des autres , 

1^ On troupe, dans chaque produU, un terms ds plus 
qu^tl rCy a d'uniUs dans le nombrs de ses/aeteurs ; 

S** L'esposant de x, dans le premier terme, est le mime 
que le nombre desfaeteurs , et va en difninuant de VuniU, 
d*un terme au sutvant^ 

y La plus haute puissance de x n*a pour coefficient 
que Vunitei eelle qui la suit, ou qui a une uniti de 
moins dans son exposant , est multipliie par la somme 
dee seconds termes des hinomes ; celle* qui a deux uni- 
tes de moins dans son exposant. Vest par la somme 
des divers produits qu'on ohtient en muliipliant, deux 
h deux , les seconds termes des hinomes ^ celle qui a 
trois unites de moins dans ' son exposant, Pest par la 
somme des divers produits qtHon ohtient en mulU" 
pliant, trots h trois, les seconds termes des hinomes. 
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0t ainti de suite; enfin, dans U dsmisr terme, Vex- 
posant de Xf Stant eansi egal h xero (S7) , se trouve 
compose du plus haut exposant, diminue d'autant. 
d'unites qu^ity en a dans le nomhre des facteurs , et ee 
terms eontient h prodtUt de tons les seconds termes des 
hinomes* 

II est facile de voir que la forme de ces produits doit 
reitev sonmise anx in^mes lois , quel que soit le nombre 
de facteurs; cependant on peut encore en aroir une 
preure autre que Tanalogie. 

IS6, II est d'abord evident que tout produit de cette 
esp^ce doit contenir les puissances snccessiTes de x, 
depuis celle dont I'exposant est ^gal au nombre de» 
facteurs qu'on a multiplies, jasqu'a celle dont Texpo- 
sant est zero. Pour designer g^n^ralement le r^sultat, 
on exprimera ce nombre par la lettre m; les puissances 
successives de x seront indiqu^es par 

jr^, a^—^, a^—^, etc. ; 

on mettra les lettres A,B , C,»* ¥, 

pour les quantites qui doivent les multiplier, a partir 
de or^-^'i; mais le nombre des termes, qui depend des 
Taleurs particuli^res donn^es a I'exposant m, demeu- 
rant indetermine, taut que cet exposant n'est point 
fixd, on ne pent ecrire qu^ les premiers et les demiers 
termes de Fexpression, et on indique, par une suite de 
points, les termes intermediaires qui sont sous-entendus* 
G'est ainsi que la formule 

represente le produit d'un nombre quelconque m de 
facteurs j?-i-a, x^h, x^i-Cp x-i-d, etc. 

Si on le multiplie par un nouveau facteur x-^-l, il 
yiendra 

jrw+i ^- Ax^ -¥- Bx^-^ -♦- Cx^--^ . . .^. 



\ 



Sam pooBser plot loin oes prodniU, on peat ddji ro- 
Gonnaltre la loi de leor formation. 

En concerant qae tons les tonnes affectes de la mdme 
puissance de x, et plac^ dans la mdme colonne, n'en 
fonnent qn'on seal, ccmune, par exemple, 

et ainsi des antres , 

1^ On trouve, dans ehaque froduU, un terms de plus 
quUl fCy a d'unUis dans le nombre de eeefaeteure ; 

3' Uexpoeant de x, dane le premier ierme, est le mime 
que le nomSre des/aeleure ,eivaen dinUnuant de VuniU^ 
d^un terme au euivant^ 

V* La plus haute puissance de x n*a pour coefficient 
que Vunite^ cslle qui la suit, ou qui a une uniti de 
moins dans son exposant , est multipUie par la somme 
des seconds termes des dinomes / celle- qui a deux uni- 
tes de moins dans son exposant. Vest par la somme 
des divers produits qu'on dhtient en multipliant, deux 
h deux , les eeconde termes des hinomes^ celle qui a 
trois uniUs de moins dans ' son exposant. Vest par la 
somme dee divers produits qtCon obtient en mutH" 
pliant, trots h trois, les seconds termes des hinomes. 
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et ainn de suites ^^fi^f dan* U dernier terme , Vex- 
poeant de x^ itant een»6 igal h tero (37) , se trouve 
eotnpeee du plus haut expoeant, diminue d'autant 
d'uniUe qtCily en a dane le nombre dee facteure , et ee 
terme eontient le produit de toue lee eeconde lermee dee 
Unmu>,. 

II est facile de voir que la forme de ces produits doit 
restev soamise aux m^mes lois , quel que soit le nombre 
de factenrs; cependant on peut encore en aroir une 
preuTO autre que I'analogie. 

IS6, II est d'abord evident que tout produit de cette 
esp6ce doit contenir les puissances successives de x, 
depuis celle dont Texposant est ^gal au nombre de» 
facteurs qu*on a multiplies, jnsqu'a celle dontTexpo- 
sant est zero. Pour designer g^eneralement le r^sultat, 
on exprimera ce nombre par la lettre m; les puissancea 
successives de x seront indiqu^es par 

jr^, jr«— I, dr«— *, etc. ; 

on mettra les lettres A,B ^ C,.. • • • • • Y^ 

pour les quantites qui doivent les multiplier, a partir 
de jr^-^i; mais le nombre des termes, qui depend des 
yaleurs particuli^res donndes a Fexposant m, demeu- 
rant indetermine, tant que cet exposant n'est point 
fixri, on ne peut ecrire qu^ les premiers et les derniers 
termes de I'expresaion, et on indique, par une suite de 
points, les termes intermediaires qui sent soas-entendus» 
Cost ainsi que la formule 

represente le produit d'un nombre quelconque m de 
facteurs x-^a, jph-o, x^Cp x-^d, etc. 

Si on le multiplie par un nouveau facteur x-v-l, il 
viendra 

jrw+« -*- Ax^ -+• Bx^-^ -+• Cr"*— a . . .^. 

■4- ir»»»H- lAx^—^ -4- IBxf^—i . • . • -l-/y j 



\ 



/ 
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H esl ^Tideot, 1* que a ^ est la sooinie dcs 
eoDds tennes a, ^, e, d, etc., ^-t-/ scia cdle des 
OT+1 leconcU tenanes a, k, e, d, etc., /, et qae par ocm- 
s^qoenl la eompositkm assignee a ce coeflkknt sera 
▼nue pow le prodnit da degre m + 1 , si elle est Trade 
poor celni da degre m, 

S** Si ^ est la somnie des prodoils des m ipiantiles 
a, h, e, d, etc. prises deox a deux, B-^IA exprimoa 
eelle des prodoits de m + 1 qoantiles a, i, e, d, etc., I, 
prises aossi deax a deox ; car A etant la somme des pre- 
inieres , I A sera ceUe de leors prodoits par la noaTcUe 
'qaantit^ introdaite // dont la composition assigaee sera 
Traie pour le degr^ m+l , si elle Test pour le degre m^ 

y Si C est la somme des prodoits des m quandtes 
a,h,c, df etc., prises trois a trois, C-^IB sera celle 
des prodoits des m + 1 quantites a, h, e, d, etc., /, prises 
aossi trois a trois , poisque IB, d'apres ce qui precede , 
exprimera la somme des prodnits des premieres pnses 
deox k deox, moltiplies par la noovelle qoantite in- 
trodaite / : done la composition assignee sera yraie poor 
le degr^ m+1 , si elle a lien pour le degre in. 

On Toit que cette maniere de raisonner s'etend a 
toos les termes , ef qoe le dernier lY sera le prodnit 
des ir-hI seconds termes. 

Les remarqoes ^noncees dans le nomero 1S5 etant 
vraies pour le quatrieme degre , par exemple , le seront, 
soirant ce qa*on vient de voir , poor le cinqoieme, poor 
le sixi^me ; et en s'elerant ainsi de degre en degre , elles 
seront prouv^es en general. 

11 suit de la que le prodnit d'on nombre qaelconqne 
m de facteurs binomes ar-f-a, x-i-b, X'\-c, x+d, etc. 
etant repr^sent^ par 

^m -4-y^jrw— I ^Bx^— « -»- Cr"*- 3 ^ etc. , 

A sera toujours la . somme des m lettres 9,,h,c, etc.,. 
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i?celle desprodaits de ces qifantites prise»deux a deux, 
Ccelle des prodaits de ces quantites prises trois a trois, 
et ainsi de suite. 

Pour embrasser la loi de eette expression dans un 
seul terme, j'ea considererai un place dans un rang 
indetermind , et que , pour cette raison , je represen- 
terai par iVx"*—'*. 

Ge terme sera le second , si Ton fait n = 1 ; le troi- 
si^me, si Ton fait n=^i le onzidme, si Ton fait 7i=10, etc. 
Dans le premier cas , la lettre N sera la somme des m 
lettres a, b, c, etc.; dans le second, celle de leurs 
.produits deux a deux; dans le troisieme, celle de leurs 
produits dix a dix; et en g;dneral celle d^ leurs pro- 
duits nan. 

187. Pour changer les produits 

(x + a){ar + ^), (or + a) (jr + 3) (or +tf), 
(ar + a) (^ + ^) (ar + <?) (ar + <f), etc., 

dans les puissances de x+a, savoir, en 

(d: + a)4, etc., 

il suffit de faire, dans les d^veloppemens de ces produits, 

" a==b, a=:b=sc, 

a^=^h^=.c=idy etc. 

Toutes les quantites qui multiplient une menie puis- 
sance de X, deviendront alors egales entre elles: ainsi 
le coefficient du second terme , qui , dans le produit 

(or + a) (ar + i)(:r + c)(ar + <fj est a + ^ + c + rf, 

se cbangera en 4a; celui du troisieme terme, dana le 
mSme produit , ^tant 

ah '\- ac >{• ad '{' he '\- hd + cd. 



deviendra 6a' ; et de la il est aise d'apercevoir qae lea 
coejfficiens des divenes puissances de x se changeront 
en une senle puissance de a, r^petee antant defois qu'ik 
ont de termes , et marqu^ par le nombre de Cacteurs 
que contiennent ces termes* Ainsi, le coefficient iVqui 
multiplie la puissance x^— "^ dans ledeveloppement 
general, sera la puissance n de a, ou a"^ repetee autant 
de fois qu'on pent former de produits differens en 
prenant de toutes les mani^res possibles un nombre n 
de lettres sur un nombre m .* c'est done a la recherche 
du nombre de oes produits qu'est ramen^e celle 
coefficient du terme affect^ de jt'"— «• 

1S8. Pour parvenir a decouvrir le nombre dont il 
s'agit, il faut d'abord distinguer les arrangemens ou 
permtUations , des produits ou combinaisons. Deux let- 
tres , a et ^ , ne donnent qu'un produit , mais sont suscep- 
tibles de deux arrangemens , ab et ba; trois lettres, abc, 
qui ne donnent qu'un produit , sont susceptibles de six 
arrangemens (88) , et ainsi de suite* 

Afin de fixer les idees, je suppose qu'il y ait en tout 
9 lettres, 

a, b, c, d, e,f,fffh, i, 

et qu'il soit question de les arranger 7 a 7 ; il est evident 
qu'en choisissant comme on voudra un arrangement 
de six de ces lettres , ahcdef, par exemple, on pourra 
y joindre successivement chacune des trois lettres 
restantes ^^ A et /, et on aura de cette maniere trois 
arrangemens de 7 lettres , savoir : 

ahcdefg , abcdefh , abcdeft, 

Ge qu'on yient de dire sur un arrangement particu- 
lier de six lettres , conviendra egalement a tous ; et, on 
en doit conclure que chaque arrangement de six lettres 
en donnera trois de sept lettres , c'est-a-dire , autant 
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qn'il reste de lettres qui n'y sont pas employes. Done , 
si le nombi;e des arrangemens de six lettres est repre- 
sent^ par jP^ on aura celui des arrangemens de sept 
lettres en multipliant P par S ou 9 — 6. Rempla9ant 
les nombres 9 et 7 par m et par n, et regardant P eomme 
le nombre des arrangemens dont sont susceptibles m 
lettres prises en nombre n — 1 , le raisonnement ne 
changera pas , et on aura encore pour le nombre des 
arrangemens composes de n lettres , 

P[m— (»— 1)] ou P(m— « + l). 

Gette formule renferme implicitement tous les cas 
particnliers. Pour en deduire , par exemple , le nombre 
d'arrangemens de m lettres prises deux a deux, on fera 
ft as 2 , oe qui donnera ^ 

n — 1«=1, 

et on aura 

Pzssm; 

car P ^galera alors le nombre de lettres prises une a 
une : il r^sultera done de Ik 

m[m — 2 + 1) ou m{m — 1). 

Posant ensnite 

i'a=m(m— 1) et 9t=ssS, 

on trouTera , pour le nombre d'arrangemens dont sont 
susceptibles m lettres prises 8 a S , 

m{m—l) (m — a+l)=m(i» — l)(w — 2). 
£n faisant 

Pv=Rfn(m — 1) (m — 2)etM=:4, 
on obtiendra 

m(m — 1 ) (m— 2)(m-r^3) 
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pour le nombre des arrangemens 4 a 4. On calculera 
done ainsi de proche en procheles expressions da 
nombre d'arrangemens formes d'autant de lettres qa*on 
Toudra (*). 

1S9. Pour passer maintenantdu nombre des arran- 
gemens de n lettres, a celui des produits differens, il 
faut conDaitre le nombre d'arrangemens dont un m^me 
prodoit est susceptible. Poar cela , on observera qae si, 
dans Tun quelconque de ces arrangemens , on fixe une 
des lettres a la premiere place , on pourra faire entre 
toutes les autres aatant de permutations que le com- 
porte un produit de n — 1 lettres. Je prends pour 
exemple le produit ahedefg, compose de 7 lettres; on 
pent, en laissant a a la premiere place, ^crire ce pro- 
duit d'autant de mani^res que le produit de six lettres , 
hcdefg, admet d'arrangemens; mais chaque lettre da > 
produit propose pent Stre premiere a son tour : ainsi , 
nommant Q le nombre d'arrangemens dont est suscep- 
tible un produit de 6 lettres, on aura ^ X 7 pour celui 
des arrangemens d'un produit compost de 7 lettres. II 



(*) Dans ces arrangemens , on exclut les repetitions de la m^nie 
lettre , parce que la recherche qui nous occupe n'en admet point ; 
mais lath^orie des permutations et des combinaisons , serrantde 
base au calcul des probabilites , pr^sente des questions ou cette 
circonstance pent aToir lieu. Pour en calculer Teffet, dans Texemple 
dont je me suis senri, il suffira d'obserrer qu'on peut ^crire in- 
differ emment chacune des 9 lettres a,h , Cj d, e,f,g,h,i,A\a. 
suite du produit de 6 lettres ab c d e f. "En nommant done P le 
nombre d'arrangemens de cette esp^ce , on aura P X 9 pour le 
nombre d'arrangemens de 7 lettres. Par la meme raison, si P 
d^signe le nombre d'arrangemens de m lettres prises n-pl ^ f»— '1 > 
celui des arrangemens niin sera Pm, 

Cela pose , le nombre d'arrangemens ^e m lettres prises 1 a 1 
etant e^idemment m, celui des arrangemens 2^2 sera tn X^* 
ou ma; celui des arrangemens 3 A 3sera mX^^^X^y ou fn'; et 
enfin mn ezprimera le nombre d'arrangemens n A n. 
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8uit de la que si Q d^signe le nombre d'arrangemens 
que peut fournir un produit de n — 1 lettres , Qn ex- 
priniera le nombre d*arrangemens d*un produit de n 
lettres. 

Tous les cas particuliers se deduisent sans peine de 
ceite foripule; car en faisantn=:S, et en observant que 
lorsqu'il n'y a qu'une seule lettre, ^=1 , il vient 1 x 2==.2 
pour le nombre des arrangemens d'un produit de deux 
lettres; prenant ensuite Q=;^l X 2 et 9zs=3, on aura 
1 X 2 X 3=6 pour le nombre d'arrangemens d'un produit 
de trois lettres ; fi\isant encore ^=lx2xS et n = 4, 
il en resultera 1 x 2 x 3 X 4, ou 24 arrangemens possibles 
dans un produit de 4 lettres , et ainsi de suite. 

140. Ce qui prece^de etant bien compris , il est facile 
de voir qu'en divisant le nombre total des arrangemens 
de n lettres , fonrni par les m lettres proposees , par le 
nombre des arrangemens dont un meme produit est sus- 
ceptible, on aura pour quotient le nombre des produits 
difiereus qu*on peut faire en pr/enant de toutes les ma- 
nieres possibles n facteurs parmi ces ;7ilettres. Ce nombre 

sera done expnme par -pz — ■ — ' (*) ; et d apres ce 

qnon a vu n» 137, -l—^.^ a«jr'«— « sera le terme 



{*) II est a propos de remarquer qu'en y faisaot successivenlent 
« = 1, w = 3, w = 4, etc., . 

la formule - — !i ^ - ■ , devient 

Qn 

injni — 1) m (m — I) (m — 2) w (m — I) (w — 2) (m — 3) 

1.2 ' nrs ' 1.2.3.4 ' ®*^' 

nombreH qui exprimcnt respectiTement combien on peut faire de 
combiDaisons avec un nombre quelconque nt de choses, en les 
prcnant deux a deux, on trois h trois, on qithtre h quairOf etc. 

■4 
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a^ecte de x'"—«, ckns le developpement de (;r + a)*"* 

II est evident que le terme qui precede celui^i, sera 

P 

expriiii6 par — a"—* jr'"— «-*-!• car en remontant vers le 

premier terme , Texposant de x augmente d'une unit^, 
et celui de a diminue d'autant ; de plus, P et Q sout les 
quantit^s relatives au nombre n — L 

P 
lil. Si Ton fait ^ =^/, les deux termes consc^cudfs 

indiqu^s ci-dessus, deviendront 

*.r -.M- (^ — w + 1) 
ilfa"— iar'«— «-Hi et M - — ia"*"**-", 

n 

resuUats qui montrent comment chaque terme du deve- 
loppement de (or + a)"* se forme de celui qui le precede. 

En partant du premier terme., qui est x"*, od 
arrive au second, en faisant n = l:ona^=l, 
puisque s"* n'a pour coefficient que I'unitd; et il en 

resulte — z — ajf*"— ', ou y ojp^-^^. Pour passer au 
troisieihe terme, on fait ^ =-pet n=2, ce qui donne 
— I g-^ a^s^—** Ee quatri^me s'obtient par la sup- 

position de iK/= —:| —J- et w=3, qui conduit a 

m(m — 1) (m — 2) , i» ^ • • j •* 

— -z ^ ;r— a'x'"— 3, et amsi de suite, ce qui pro- 

duit la fbrmule 

m m (m — 1) 

+ —J ^ ^ a3jr"«--3 + etc. , 

que Ton pent convertir dans cette regie : 
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Pour pas9$r $un ierme a celui qui le suit, multipliez 
U coefficient numirique par Vexpofant de x dan* iepre^ 
mier ; divisetpar le nomhre qui marque le rang de ce 
ierme ; augmentez de I'uniie Vexposant de a^ el ditninuez 
pareillement celui de x, 

Quoiqu'on ne puisse fixer le nombre des termes de 
cette formule qu'en assignant une yaleiir particuli^re a 
m, il ne doit cependant rester maintenant aucan doute 
sar la loi que suiyent les termes de la formule, quelque 
eloigo^s qu'on les suppose du premier ; et on Toit que 

mlm — 1) (m — 2).,..(m — « + 1) 
1.2«o«**« n 

exprime le terme qui en a n avant lai. 

Cette demi^re formule s'appelle le terme ginSral de 
la^aite 

m. m, (m. — 1 ) 

parc0 qu'en faisant successivement 

nz=zly n=:2y n=S, etc., 

elle donne tous les termes de cette suite. 

r 

143* Appliquons maintenant la rdgte da numero pre- 
cedent a la formation da developpemeut de (x + a)^; 
le premier terme etant 

s^ ou a*»*^ (87), 
le second sera 



le troisi^me 



r a*jr* ou 5aar4 
1 



2 



SIS 


iLtasifs 


le qQatri^me 


— J — a^x^ ou lOo'ar' 


le cinquieine 


10x2 , ^ , 
— J— a^x ou oa^T, 


le sixi^me 





^^^ g o S 

— c — a^jr" ou a*. 
5 

te developpeoient s'arrSte ici, parce que, pour passer 
au terme suivant , il faudrait multiplier par Fexposant 
de X dans le sixieme, et que cet exposant est zero. 

G'est aussi ce que montre la fbrmule ; oar le septieme 
terme, ayant pour coefficient numerique 

m(m — l) (m — 2)(m— 3)(m — 4)(w— 5) 



^"^ 
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contient, dans le cas actuel, le facteur m — 5, qui de- 
vient 5 — 8 ou ; et ce memo facteur entrant dans les 
termes qui viennent apres, les rend tons nuls. 

En reunissant les termes que j*ai obtenus cinlessus , 
il vient 
(« + a)^ = s^ + 5flwr4 + lOa'or' + 10a' jr» + ^a^x,+ a*. 

143. On deduirait en g;eneral , de la formule du nu- 
ro^ro 141 , led^veloppement dela puissance quelconque 
d'un binome quelconque. Si Ton avait, par exemple, h 
former la sixieme puissance de 2ir' — 8a^^ il suffirait 
de remplacer dans la formule les puissances de ar et de a 
par cellos de %e^ et de — 5a' respectiyement , puisque 
si Ton faisait 

2jr5=;54r' et — I5a'±=a^ 



on aurait 



*'« + 6aV5 + ISa' V4 +20a''*'' 

+ 15a'V^+ 6a'«x' + a'« (141), 



et il resterait a substituer pour x' et pour a' leg quaiv- 
tites que ces lettres designent. On trouverait 

(2x3)« + 6 (— «a3) (2*3)5 4. 15 (_ 5^3). (^3^4 
+ 20(— Ka3)3(3Lr5)3 +15(— 5a^)4 (2*5)» 
+ 6(— 8a3)5(a*3) ^ (— W)S 

ou 64jri8— 960a^ar*5 4.6000a«dr'» 

— 20000a9 0:9 + S7500a' = jr« 
— 87500a'^x3 + 18623a'». 

Les termes de ce developpement sont altematiTe- 
ment positifa et negatifs ; et il est visible qu'il en sera 
toujours de meme, lonque le second terme da biaome 
propose aura le signe — • 

1^4* On prepare la formule du numero 141 , d'une 
mani^re qui en faeilite Tapplication dans les cas analo* 
gues an precedent. 

En observant que 

JfW ^W JfWf 

jr"«— 1= — , ar»»— asr: — j^m— 3=--;--, etc., 

elle pent £tre ecrite ainsi : 

in a mim — 1) a' 

ce qui revient a 

m {m-^ 1) (m — 2) o^ 



x*n 



2 . S ? 



etc. >, 



en isolant le facteur commun x^. Pour calcnler par 
cette formule, il hnt former la suite dee nomhr^e 



m m — 1 m— *2 m — 4 



1' 2 ' a 



> i J 



J eiG.y 
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ntultiplier d'oBord le premier par la fraction - , puu le 
rieultat par le eeeoftd et encore par la fraction - , puis 

encore le rieullatpar le troieihne et par la fraction -, 

et ainei de suite ; ajotUer la somme de cee termee a Z'lc- 
niti^ et enfin multiplier le tout par lefacteur x". 

Dans Texemple (2x' — 5a^)^, il faut ecrire (Sjt')^ k 

la place dejr"*, et — ^-j a celle de -. Je laisserai au 

lecteur le soin d'effectuer te calcal (*). 

145. On ram^ne facilement le d^veloppement de la 
puissance d'un polynome quelconque , a celui dea puis- 
sances du binome, ainsi que je vais le montrer, en for* 
mant la troisi^me paissance du trinome a 4- & -i- c* 

Je fais d'abord b + c=m, et j*obtiens 

(a + ^ + ^)' = (a + mf^sisa^ -{•la'^m + tarn* + w?; 

mettant ensuite pour m le binome 3 + c, qu'elle re- 
pr^sente, j'ai 

(a + ^ + e)^=:a' + aa» (^ + c) + 8a (* + tf )» + (3 + cf. 

II ne reste plus qu'a developper les puissances du bi- 
nome b + c,eik effectuer, sur ces puissances, les mul- 
tiplications indiquees, ce qui donnera 

+ 8a'c H- ^abc -♦- hb'^c 



(*) La formule da d^Teloppement de (x •^^ o)^ ccmvLent a toutes 
les valeurs de Texposant m, et s'applique ^galement au cas od cet 
exposant serait fractionnaira ou n^gatif. Gette propri^t^, qui est 
importantei est prou^^e dans le Complement de ce Traits. 
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De Vex traction des raeineg des quan files complexes, 

l-iG. Ayant expose la compositien des puissances 
des quantites complexes, je vais passer a' rextraotion- 
deleurs raciiies, en commencant par la* racine cubique 
des nombres. 

Pour operer Fextraction de la racine oubique des- 
nombres , il faut d'abord connaitre les cubes' des nom- 
bres d'un seul chifiVe ; on les trouvera dans la seeonde 
ligae de la table ci-dessous : 

12^456789 
1 8 27 64 125 216' 843 512 729; 

et le cube da 10 etant 1000, tout nombre de trois chif- 
fres ne renferme que le cube d^un nombre d'un seuK 
La formation du cube d'un nombre de deux chiffres 
s'opere d'une roaniere analogue a celle du quarre ; car 
en decomposant ce nombre en dizaines et en unites, 
designant ensuite les premieres para, les secondes par 
h, il vient 

[a + hf = a^ + %a''l + Zah^ + li^, 

ce qui fait voir que le cube, ou la troisihne puissance 
Hun nombre com^pose de dizaines et d'unites , renferme 
quatre parlies, savoir : le cube des dizaines, Irois fois. 
le quarre des dizaines multiplie par les unites , trois 
foie les dizaines multipliees par le quarrk des unites , 
enjin le cube des unites. 

Soit 47 le nombre dont on demaude la troisieme 
puissance; en faisant a = 4 dizaines ou 40, ^ = 7 uni- 
tes, on trouTcra 

a^=64000 

ga>5== 33600 

3a^>= 5880 

P= 343 



Totol 103823 = 47 x 47 x 47. 



Pour revenir maintcnant da cube I0S8^ a sa ra- 
cine 47 , on remarquera d'abord que 64000 , cube 
des 4 dixaines , n*a point de chiffres significatifs d*un 
ordre inferieur aux mille : on peut done, dans la 
recherche du cube des dizaines , faire abstraction de» 
centaines, des dizaines et des unites du norabre 10S822. 
D*apres cela, en disposant Topdration comme pour 
Textraction de la racine quarr^e, on separera les troi» 
premiers chiffres sur la droite par une IDS, 822 



Tirgulc; le plus grand cube contenu /« . 
dans 103, sera celui des dizaines. On 



47 



48 



verra par la table precedente que ce ^^ 8,2S 
cube est 64, dont la racine est 4 : on posera done 4 a la 
place destinee a la racine. On retranchera ensuite 64 
de lOS; et a c6te du reste 29, on abaissera les trois 
derniers chiffres. Le reste total, 89822, contiendra en- 
core trois parties du cube , savoir , trois fois le quarre 
des dizaines multiplie par les unites , ou Za^b, trois 
fois les dizaines multipliees par le quarr^ des unites , 
ou &ab', et le cube des unites, ou P. Si Ton avait la 
Yaleur du produit ^a^B, comme on connait deja les 
dizaines a /en divisant ce produit par 2a% on obtien- 
drait les unites b ; mais quoiqu'on ne connaisse pas 
Za^h, on sait cependant que ce produit ne doit avoir 
aucun chiffre signiBcatif d'un ordre inferieur aux cen- 
taines, puisqu'il contient lefacteur a' qui exprime le 
quarrd des dizaines : il ne peut done se trouver que 
dans la partie 298, qui reste du nombre 29822, apres 
qu'on en a separe les dizaines et les unites , partie qui 
contient en outre les centaines que fournissent le pro- 
duit Zah^ des dizaines, par le quarre des unites, et le 
cube ^' des unites. 

En divisant 298 par 48, qui exprime, dans Texemple 
propose, le triple quarre des dizaines, 2a^ ou 2 x 16, on 
trouvera pour quotient 8; niais ee qui precede fait voir 



qu'on ne doit pas adopter ce chiffre pour les unites 
de la racine cfaerch^e , sans Tavoir verifid , et eela en 
formant les trois dernieres parties da cube que doit 
contenir le reste S9823. En faisant 6=8, on trouve 

^^b = 38400 

iab^= 7680 

P = 512 



Total 46592, 

et ce resultat, surpassant 3982B, proure qu'il faut di- 
minuer le nombre 8 pris pour Ids unites. En essayant 7 
de la m6me mani^re , on voit qa*ii satisfait aux condi- 
tions , et que par consequent 47 est la racine demandee. 
Au lieu de faire la verification que je viens d'em- 
ployer, on prefi^re ordinairement elever immediate- 
ment au cube le nombre qu'expriment les deux chiffres 
trouTes , en le multi pliant par son quarre. En operant 
ainsi sur 48, on trouvera 

48x48x48=110592, 

et ce nombre, etant plus grand que le propose 10S828, 
uiontre encore que le ehiffre 8 est trop fort. 

147. Ce qu'on a pratiqn^ sur I'exemple ci-dessns doit 
s'effectner de m6me sur tons les nombres exprimes par 
plus de trois chiffres et moins de 7. Ayant s^pare les trois 
premiers vers la droite, on cherchera le plus grand cnbe 
contenn dans la partie restante a gauche ; on portera 
sa racine a la place qui lui est destin^ , on retranohera 
ce cnbe de la partie du nombre propose sur laquelle on 
a op^r^ ; a c6te du reste, on abaissera lea trois dernier» 
chifires ; on s^parera les dizaines et les unites, et on 
divisera ce qui reste a gauche par le triple du quarr^ 
des diiaines trouv^es ; mais avant d'^crire le quotient a 
la racine , on le v^rifiera en elevant an cnbe le nombre 
^ qu'exprime ce ehiffre j<Hnt aux dizaines connnes. Si le 
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r^salCat de cette operation est trop fort , on diminnera 
le chiffire des nnites ; on procedera a nne nouvelle veri- 
fication , et ainsi de snite jnsqn'^ ce qn'on troare un 
resultat ^gal an nombre propose , on moindre qne oe 
nombre , 8*il n'est pas nn cube parfait. Dans ce cas , la 
racine trouTee n'est que celle du plus grand cube qu'il 
contient. Gorame on a souYcnt des restes tres conside- 
rables , voici a quoi on pourra reconnaitre si le chiffire 
des unites n'est pas trop faible. 

Le cube de a-f^ > lorsqu'on fait & s= 1, devient celui 
de a4- 1 , et a pour expression 

a^ + Sa' + Sa+l, 
quantity qui surpasse a^, cube de a^ de 

2a' + 3a-f 1. 

II suit de la que tani que le reete d'une extraelion de la 
racine cuhique eera moindre que trois foie le quarre de 
la racine y' fhiM troie foie la racine^ plus Vuniti , eette 
racine ne eerapae trop faille, 

148. Pour extraire la racine de 10582S8179 on ob- 
servera d'abord que , quel que soit le nombre de chifl&es 
de cette racine, si on la decompose en unites et dizaines, 
le cube de celles-ci ne pourra &ire partie des trois 
derniers cbiffres vers la droite , et devra par conse- 
quent se trouver dans 10582S. Mais le plus grand cube 
contena dans 10582Saura plus d'un chiffre a sa racine, 
qui pourra par consequent se decomposer en unites et 
dizaines; et le cube de ces dizaines, ne descendant pas 
au-^essous des mille , ne pourra faire partie des trois 
derniers cbiffres 8S8. Si, apres la separation de oeux*ci, 
il restait encore plus de troi^ cbiffres vers la gauche , 
on repeterait le raisonnement precedent , et Ton par-* 
Tiendrait ainsi a marquer la place du cube des unitea 
de I'ordre le plus eleve de la racine cherchee , en par- 



tageant le nombre propose en tranches de trois chiffres, 
en allant de droite k gauche , la derni^re poaTant en 
oontenir moins de trois. 

Gela pose , apres avoir prepare I'operation comme 
k I'ordinaire , on cherchera d'abord , par la regie da 
n*" pr^c^dent , la racine cubique 105,823,817 47S 
des deux premieres tranches k -^7 
gauche , et on trouvera Al pour «..«..-««««.^ 
resultat ; on retranchera le cube -^1 8,2S 
de ce nombre , des deux tranches lOS 823 
qui le contiennent; a c6t^ du reste a qaaq 17 
2000, on abaissera la tranche sui- '<Qg ^^9 017 
Tante 817, etle nombre 2000817 



48 
6627 



doit renfermerles trois derni6res 000 000 000 
parties du cube d'un nombre dont 47 exprime les 
dizaines , et dont on cherche les unites : on trouvera 
done ces unites , comme dans I'exemple du numero 
cit^) en separant les deux demiers chiffres vers la droite 
du reste , et en divisant la partie a gauche par .6627, 
triple du quarr6 de 47. On T^rifiera le quotient 3 , en 
eievant 473 au cube , et on trouvera pour resultat le 
nombre propose lui-mSme, parce que ce nombre est un 
cube parfait. 

L'explication de I'exemple ci-dessus pent tenirlieu de 
rigle g^nerale. Si le nombre propose avait one tranche 
de plus , on continuerait ]*operation comme on I'a fait 
pour la troisi^me ; et il ne faudrait pas manquer de 
mettre un zero a la racine , si le nombre a diviser sur 
la gauche du reste , ne contenait point celui par lequel 
il faut le diviser : on descendrait alors la tranche sui- 
vante et on op^rerait sur cette tranche r^unie au reste, 
comme sur les p^cedentes. 

149. Puisque le cube d'une fraction e^obtient en muU 
Upliant cette fraction far eon quarre , ou, ce qui revieni 
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au mSme , en cubani son numSraUur , et en cuhani M9n 
denominaieur, il s'ensnit qjOLon retomhera sur la racing, 
en prenant celle du nouveau numirateur et celle du 

nouveau denominaieur* Le cabe de ^ , par exemple , 

125 
est ^Y^ ; prenant la racine cabique de 125 et celle de 

216, on retrouve s- 

Tel est le precede qu*il faut suivre lorsque le name- 
rateur et le d^nominateur sonttous deux des cubes par- 
faits : mais lorsque cela n'a pas lieu , on s'epargne la 
peine d'extraire la racine du denominateur , en mul- 
tipliant par son quarre les deux termes de la fraction 
proposee ; car le denominateur resultant de cette ope* 
ration se trouve le cube du denominateur primitif , et 
il ne reste qu a prendre la racine du numerateur. Si Ton 

avait , par exemple , ^ , en maltipliant les deux termes 

de cette fraction par 25, quarr^ du denominateur, on 
aorait 

75 
5x5x5^ 

la racine da denominateur est 5 : quant a oellede 75 , 
on trouve qu'elle est entre 4 et 5. En se bomant k 4, on 

aura ^r pour la racine cubique de ^ , a moins d'un cin- 

qui^mepr^s. Pour avoir nne exactitude plus grande , il 
faudra extrairela racine approcbee de 75 paries moyens 
que j'indiquerai plus bas. 

Lorsque le denominateur sera dej& on qaarn$ parfait, 
il snffira de multiplier les deux termes de la fraction 
par la racine quarree du denominateur. Ainsi , ponr 
tronver la racine cubique de | , je mtdtiplie les deux 
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termes.par 2, racine qaarr^ de 9, et j'obtiens 

« 

12 

3x8xa' 

prenant la racine du plus grand cnbe 8 contena dans 
12, il vient f ponr la racine cherch^, a moins d'nn 
tiers. 

150. II suit desn^' 07, 98 et 126, qae les puissances 
des fractions irreductibles sont aussi des fractions irre- 
ductibles , et que par consequent la racine cubiqne d'un 
nombre qui n'estpas un cube parfait, ne pent s'expri- 
mer exacten^ent par aiicune fraction, quelque grand que 
soit le denominateur : c*est done une quantite irration- 
nelle, niais d*iuie. espeoe di£ferente de la racine quarree ; 
car le plus souvent il est impossible d'exprimer Tune 
par Tautre. 

151. On pourrait obtenir la racine cubique appro- 
cbee , par le moyen des fractions ordinaires , en se 
servant d*un procM ^ analogue a celui que j'ai fait 
connaitre, n? IDS, sur la racine qutfrrde, et trop facile 
a imaginer ponr que je m*y arrete, vu qu'il serai t 
d^ailleurs peu commode. 

La meilleure maniere d'employer les fractions ordi- 
naires pour cefte recb^rohe , coHai^ a extraire la ra- 
ckie en fraclions d'une espeoe donnee. Pour obtenir, 
par exemple , la racine cubique de 22 , a moins d*un 
cinquieme d'unite > on observera que le cube de ^ est 
77^ , et on reduira par consequent 22 en ^/ : la racine 
de 2750 etant prise en nombre entier, on i^ira ^9 on 
S ^ , pour celle de 22. 

182. Le moyen le plus en usage ponr extraire , par 
approximation , la racine cubique d'un nombre , con-r 
siste a convertir ce nombre en fraction d^cimale , mais 
en observant que ce ne peut ^tre qu*en milliemes oa en 



m titaiii» 

mOlioni^mes, etc., paroe que les dBxi^mci dc f i c miett t 
des milliemes 1orsqu*on les el^re a la troisieiiie puis- 
sanee , les centiemes se cfaangent en mfllionitees , et 
en gibi^ral , U nomhre de* ehiffres dMmaux quise irau-- 
V07ii au cule est triple de eelui que eoniient la raeine, H 
lant conclore de la qa'on doit mettre , a la snile dn 
nombre propose , trois fois antant de zeros (jn'on Tent 
avoir de decimales a sa racine. On fera ensoite Textrac- 
tion d'apres les regies exposees dans ce qui pr^cMe , et 
on s^parera, an resnltat, le nombre demand^ de chifires 
d^maox. 

Si Ton Yonlait avoir, par exemple , la racine cnbiqae 
de 327, a moins d*un centieme pr^ , on ecrirait six 
x^ros a la suite de ce nombre , et on extrairait , d*apres 
la r^le , la racine de 327000000. Yoici Fop^ration : 



S27,000,000 


688 


216 


108 


1110,00 
2U432 


13872 


12 5680,00 
32S 660 672 





1 339 328. 

On s^parerait ensnite denx cbifires d<h»manz snr la 
droite du resnltat , et on anrait 6,88 ; mais il sera plos 
exact de prendre 6,89, parce que le cnbe de ce dernier 
nombre, quoique plus fort qoe 327, en approche da* 
vantage qae celai de 6,88. 

Si le nombre propose contenait dej»vdes d^males , 
il fandrait, avant de commencer I'extracticMi , mettre a 
sa droite antant de z^ros qn'il serait necessaire pour 
rendre le nombre de cbiffres decimaux multiple de 3. 
Soit, par exemple , 0,07, on ^crira 0,070 : prenant la 
radoede 70 milliemes, on trouvera 0^4. Pour pousser 
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r«xactitucie jusqu*aux centiemes, il faudrait mettre 
encore trois zeros de plus , ce qui ferait 0,070000. La 
racinede 70000, extraite en nombres entiers, etant 41, 
celle de 0,07, a moins d'un centieme pr^s , serait 0,41. 

153. Apres avoir fourni les moyens d'extraire la ra- 
cine quarrcG et la racine cubique des nombres , la for- 
mule du binome conduit a un precede analogue pour 
obtenir la racine d'un degre quelconque ; mais avant 
d'exposer ce precede , je ferai quelques remarques sur 
Fextraction des racines dont Fexposant est un nombre 
qui a des diviseurs. 

L'extraction de la racine quatrieme pent s'effectuer 
au moyen de deux extractions successives de la racine 
quarr^e; car en prenant d^abord la racine quarr^e d'une 
quatrieme puissance, d ? %^, par exemple , on tombe sur 
le quarre, ou a', resultatdont la raciAe quarree est a, 
ou la quantity cberch6e. 

On verra de meme que trois extractions successires 
de la racine quarree equivalent a l'extraction de la ra- 
cine huitieme , puisque la racine quarree de a^ est a^, 
que celle de a^ est a% et qu'enfin celle de a' est a. 

II est evident, de cette maniere, que toute racine d'un 
degre marqud par qi^elqu'un des nombres 2, 4 , 8, 16, 
32, etc., c'esta-dire par une puissance de 2, s'obtiendra 
par une suite d'extractions de la racine quarree. 

Les racings dont les exposans ne sent pas des nombres 
premiers , peuvent se ramener a d'autres d*un degre 
moins elev^; la racine sixieme, par exemple, s*obtiendra 
par une extraction de la racine quarree suivie d'xme 
extraction de la racine cubique. Pour s'en convaincre , 
il suf&t d'observer qu'en operant ainsi sur a^, oq trouve 
d*abord a^, puis a; on pourrait aussi prendre d'abord 
la racine cubique , ce qui donnerait a^, puis la racine 
quarree , et on aurait a. 
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154. Je passe maintenant a la inelhode g^n^rale, qjie 
j'appliqoerai an cinqni^me degr6. Sa loarche sera plus 
facile a saisir sur un cas particulier ; et en la rappio- 
cbant des regies que j'ai donnas poor Textraction dela 
racine quarr^e et poor eelle de la racine cobiqae , on 
verra sans peine comment il fant operer poor un degr6 
qnelconque. » 

Soitdonc k extraire la racine cinqai^mcde 22 1554007. 
J'observe d*abord que le plus petit nombrede2cIiiffres, 
c'est-a-dire 10, en a six a sa cinquieme puissance, qui 
est 100000, et j*en conclus que la racine cinquieme da 
nombre propose a au moins deux cbiffres : je pourrai 
done repr^senter cette racine par a 'i- b , a etant les 
dizaines , et b les unites ; et le nombre propose aura 
pour expression 

(a + 5)5=a« + 5a43+10fl5^» + etc. 

Je ne developpe point tons les terraes de cette puis- 
sance , parce qu'il suffit de connaitre la composition des 
deux premiers , ainsi qu'on va le voir. 

Gela pos^, il est Evident que a^, ou la cinquieme 
puissance des dizaines de cette racine , ne pouvant des- 
cendre au-dessous des centaines de^mille , ne fait point 
partie des cinq premiers cbiffres a droite : je s6pare 
done ces cinq cbiffres. S'il en restait plus de cinq k 
gancbe, je ferais a leur egard le mSme raisonnement 
que tout a I'beure, et je separerais ainsi le nombre 
propose en trancbes de cinq cbiffres, en allant de 
droite h gaucbe ; la derni^re de ces trancbes vers la 
gancbe contiendra la cinquieme puissance des unites 
de Tordre le plus 6leve qui soit dans la racine. 

Enformant les cinqui^mes puis- 2815,6^007 [47 
sances des nombresd'un seul cbiffre, 



1024 
je reconnais que 2315 tombe entre *"^^ 



la cinquieme puissance de 4, qui 1291 5,4007 1280 
est 1024,etcelle de5, qui est 3125. * 



Je prends done 4 pour les difcaines de .la racine cher- 
ohee; et retrancbant la cmqaidme puissance de ce 
hombre, ou 1024, de la premiere trancbe da nombre 
proposd , j'ai pour reste 1291, i ebi6 duquel je descends 
la trancbe suivakite. Le nombre qui en resnlte dok oon- 
tenir les termes 5a43-i- lOa'^'+etc. restant de (a+^}^, 
apres qu'on en a retrancbe a^, mais le plus ^leve de ces 
termes est l^a'^b, ou cinq fois la qnatrieme puissance 
des dizaines multipliee par les unites , parce qu'il ne 
descend pas au-dessous des dizaines de mille. Pour le 
considerer eq particulier , on separera les 4 demiers 
cbiffres sur la droite , qui n'en font point partie , et le 
nombre 12^15, restant a gaucbe , contiendra ce terme^ 
plus les dizaines de mille proTcnant des termes qui le 
suiTent, On voit done qu*en divisant 129 IS par 3a4, ou 
einq fois la quatri^me puissance des 4 dizaines trou- 
Tees, on ne parviendra qu'a approcber des unites. La 
qnatrieme puissance de 4 est 256 ; son quintuple s'^l^ve 
a 1280 ; divisant 1291S par 1280, on trouverait 10 pour 
quotient ; mais on ne saurait mettre plus de 9 a la 
racine , et il faut m^me , avant d'adopter Ce cbiffre , 
essayer si la racine 49 qu*il donne , en le joignant aux 
4 dizaines qu'on a deji , ne prodoit pas une cinquidme 
puissance plus forte que le nombre propose. Ou trouve 
de cette maniere qu*il faut diminuer le nombre 49 de 
deux unites , et que la Traie racine est 47 , avec un 
reste egal a 2209000 ; car la cinquierae puissance de 
47 est 229345007 ; c'est-a-dire que la racine etacte du 
nombre propos6 tombe entre 47 et 48. 

S'il y avait une trancbe de pl<As, on I'abaisserait poiit 
la joindre an reste qu*ont laisse les deux premieres 
trancbes , apr^s la soustraction de la cinquieme puis- 
sance des deux cbiffres deja trouves ; on op^rerait sur 
ce reste comme on a fait sur le precedent, etainsi do 
suite« 

i5 
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D'apres ce qu'on vient de lire , il est facfle d'^tendr6 
au cas aetael les regies donnees , tant pour extraire la 
racine quarree et la racine cubique des fractions , que 
pour approcher des racines des puissances imparfaites 
de ces 4Ggr6s. 

155. G'est par des proc^des foudes sur les memes 
principes, qu*on parvient a extraire les racines des 
quantites litterales ; Texemple suivant suffira pour mon- 
trer comment on doit s*y prendre dans un degre quel* 
conque. 

Onatroure, dans le n° 14S, la sixieme puissance 
de 2j:^ — 5a' ; je reprends cette puissance pour en ex- 
traire la racine sixieme, et pour cela je la dispose 
comme il suit : 



+37500a»'jr6-S7500a'5^3 
+ 15625a'8 

res te — 960a^ jr * ^ -h e tc • 



2ar3— 5a3 



192jr'5 



La quantite proposee etant ordonnee par rapport a dr> 
son premier terme doit ^tre la sixieme puissance du 
premier terme de la racine ordonnee de la meme ma- 
niere; prenant en consequence la racine sixieme de 
64ar'8,suivant la regie du n° 129, on a ^a;^. 

En elevant ce resultat a la sixieme puissance , et la 
soustrayant de la quantite proposee, le reste qu'on 
obtient commence necessairement par le deuxieme 
t^rme du d^veloppement de la sixieme puissance des 
deux premiers termes de la racine. Or, dans Tex- 
pression 

ce terme est le produit de six fois la cinquieme puis- 



stoce du preinier terme de la racine pat le second; et 
si on le divisait par ^a^, le quotient serait le second 
terme 6. 

II faut done former six fois la cinquieme puissance 
du premier terme 2x^ de la racine, ce qui donnera* 

6xa2ar«5 ou 192^'^ 

et divisor par cette quantite le terme -^960a^ar'^, qui 
eommence le reste de reparation precedente ; le quo-»> 
tient — 5a^ est le second terme de la racine. Pour le 
verifier, on eleverait a la sixieme puissance, le binome 
%e^ — 6a^ , et le resultat donnerait la qotetite pro^ 
posee. 

Si la racine devait contenir un terme de plus , on 
trouverait, apres Foperation ci-dessus , un second reste 
qui commencerait par six fois le produit de la cinv 
quieme puissatice des deux premiers termes de la 
racine , par le troisieme , et qu'il faudrait par conse- 
quent divisor par 6(20?^ — 5a^)^ ; le quotient serait ce 
troisieme terme de la racine ; et on le verifierait en 
ibrmant la sixieme puissance des trois termes trouves. 
On procederait de mSme pour obtenir toud les termei^ 
suivans, en quelque nombro qu'ils fussent. 

Des eqttations a deptx terme*. 

156. Toute equation ou Finconnue se trouve a la 
memo puissance dans chacun des termes qui la con- 
tiennent , peut toujours se reduire a deux termes , doat 
Tun est ia reunion de tons ceux qui renferment Tin- 
connue, et Tautre comprend Tassemblag^e des quan- 
tites donnees : on Fa deja vu pour le second degre, 
n° 105, et il est facile de le concevoir pour un degre 
quelconque. 

Si Fon a par exemple Fequation 
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en passant dans on soul membre Cons les termes af- 
fect^s de :r^ on en d^dnira 

on (a* — ac)x^=:h^c^'\'a^b^. 

Si maintenant on represente les ({nantit^s 

a" — • fltf par p, b^c^ +a^^' par q^ 

TiSqnation prfcf£dente deviendra 

et en d^gageant la quantity x^, on aura 
d'oi& Ton conclnra 



=V^- 



En g^n^ral , toute dcpiation k deux tennes etant ra* 
men^e a la forme 

ps 9=2 q, 
donne alors 

P 

et prenant la racine du degr^ m de chaqae membre , 
on a 

m 



-Vi- 



P 

t 

157. II faut observer que si Texposant m est un 
nombre impair, le radical n'aura qu'un seul signe, qui 
sera celui de la quanttte qu'il affecte (ISl). 
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Quand I'exposant m sera pair^ le radical aura lo 
double eigne d: ; il sera alars imaginaire si la quan- 

tite - est negative, et la question seira absurde, comme 

pour le second degre (IBl). Yoici quelqiies exemplesr 
^equation ** = — 1024 donne 

*=l/— 1024 = — *> 

parce que I'exposant 5 est impair* 
L'equation »^ = 625 donne 

parce que Tezposant i est pair. 

Eufin Tequation dr4 -=3_ IQ, donnant 

Be conduit qu^a des valours imaginaires , parce que 
Texposant 4 etant pair, la quantite plac^e sous le radical 
est negative. 

IS8« Avant d'aller plus loin , j'exposerai un fait ana- 
lytique qui sera tres utile , tant pour la suite de eel 
ottvrage que pour son CbmpUment,. et qui est par lui- 
mdme assez remarquable : c'est que toutes les expres- 
sions s — a,x**^a^,s^ — a^, et en g^n^ral *"» — «'" 
( m etant un nombre entier positif quelconque ), sont 
exactement divisibles par x — a. La chose est evidente 
pour la premiere ; on sait que la seconde 

ar» — a»=(jr -f- a) {s — a) (34), 

et par la division, on d^omposerait faoilement les 
autres. En divbant de mSme x*» — a*" par jp — a^ oiv 
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trouTerait poor quotient 

**—»+<«"«— >4.a'jrw-3 4. etc., 

Texposant de x dimiDaant toajoors de ranite , et celoi 
do a augmentant pareillement ; mais au lieu de suivre 
le detail de eelte operatioii , je poserai sur-le- champ 
Tequation 

jgm Qm 

s—xw— 14- ax"^— a 4- a' jr«— '>...,+ a'"~*jr +«"•"•', 

X — a 

qu'on peat verifier , en multipliant le second membre 
par s — a. H devient alors 



tons les termes de la premiere ligne , a partir da seoond, 
etant les memos , an sig^e pros , que ceux qui prece- 
dent le dernier de la seconde ligne , il reste seulement, 
apres la redaction ^ x^ — a^ ; c'est-a-dire le diTideode 
propose. 

II faut observer qu'a la suite du terme 4-a^^— > vient 
necessairement , dans la ligne supdrieare, le terme 
'\-a}x^—^, qui se troave 4^tmit par son correspoadant 
infdrieur ; et que de memo, dans la ligne inferieure, on 
troave, avant le terme — a*"— 'jr, un terme — a**— »x», 
qui detroit son correspondant superieur. Ges termes ne 
sont point Merits , parce qu'ils sent census compris dans 
Fintervalle indique par les points. 

159. Geci conduit a des consequences fort impor- 
tantes , relativement a Tequation a deux termes 

^ — — a 

P 

En designant par a le nombre que donne Textrao- 
tioii immediate de la raoine , operce d'apres les regies 



im n® 154, on a 

q 

-s=z a^ ou x^t= a^ : 

P 

et transposant le second membre dans le premier, 
il vient 

j.m — a^ --. Q,> 

La qaantite Xm. — am «e divise par x — a , et on a , par 
le numero precedent , ' 

ipm — a'" = (x — a) [x^—^-^ax^^^ -♦-a'"-"2j.^_flm--ij . 

ce dernier resuUat, qui s'evanouit lorsque x c=3 a, de- 
Tiendrait ^galement nul si Ton avait; 

xm—i ^ a^wi— a ^ a^—^x -H a"*—* = 0(116); 

et s*il existait par consequent line valenr de x qui sa- 
tisfit a cette derniere equation , elle satisferait egale- 
ment a la proposee. 

Ges valours ont avec Tanite des relations fort sim- 
ples , que Ton decouyrira en faisant x^=iay; par. la 
Fequation x^ — a'" =s deviendra 

amytn — a"* = ou y"* — 1=0, 

et on obtiendra les valeurs de x en multipliant celles 
de y par le nombre a, 

L'^qnation y^ — 1=0 donne , en premier lieu , 



m 



^" = 1, y = V/l=s=l; 
puis , en divisant y^ — 1 par y — 1 , il vient 

yW— 1 ^ yw— » -♦- y"»— 3 ^ ya -4- y «j. 1 .- 

et ce quotient , etant ^gale a zero , est Fequation d'ou. 
dependent les autres valeurs de y, qui auront, aussl 



bien que Tanite , la propriety de satisfaipe a F^quatioA 

y"* — 1=0 ott y« = l, 

G*est-a-dire qne leur puissance du degr^ m sera Funit^, 
De 1^ retulte oette consequence, siogaliere an pre- 
mier coup d'oeil , que Funite peut ayoir plusieurs ra* 
cines autres qu'elle-mime. 

Ca.9 r^cines , qui soot negatives ou imaginaires , sont 
inalgre cela d^un frequent usage dans Fanalyse ; mais je 
ne peux faire connaitre ici que celfes des quatre pre- 
miers degres, parce qu'il n*y a que pour ces degres 
que Fon puisse r^soudre , par ce qui precede , V^<iud* 
tion 

qui lea dornie. 

Soit , P m 3SS 2 9 on a 

y«-l=0, 
d'oik Ton tire 

y==+i> y=» — It . 

3* £a faisnnt ms^%,i\ vient 

y'-l = 0, 

d'ou Ton tire 

y = i, 

pais 

Cette derniere ^nation H&nt r^solae, donna 



— l+t^— 8 — i— t /^g 

y== 2 ' ^'^ 2 ♦ 

Ainsi on a , poor ce degr^, les trois raoines 



, _l+»/_3 — 1 — 



Les denx derni^res soni iraaginaires ; maid si Ton en 
fait le cube , en formant , d*apr^s le n** &A , celai du 

numdrateur, et si Ton observe qne le quarre de y — 3 

itant — 3 , son cube est — 3 V — 8 , on trouvera 
encore y^s=zl, comme par la racine y = K 
9^ Prenant m £=: 4 , on a 

d'oik Ton ddduit 

pttii y^ + y'+y + l«0, 

ce qui revient a 

y'(y + i)+y + i = (y+ i)(y' + i) = o, 

et d'ou I'on tire 

y^. 1=:0, ou y»+ 1 = 0, 
equations qui donnent 

les quatre racines de la proposde sent done 

y= + l» y=— 1, y= + 1^^^^, y = — 1/1^1. 

De ces quatre valours , deux seulement sont reelles , et 
les deux autres imaginaires. 

On les trouve aussi en observant que 

d*oii il rdsulte successivement 

ya_l_0, y« + 1 — 0. 

Gette multiplicite de racines de I'unite dent a une loi 
gdnerale des equations , d'apres laquelle une inconnue 
admet autant de valears qu'il y a d'nnitds dans Tetpo** 
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sant du degre de Tequation qui la determine ; ei, quand 
la question ne comporte pas ce nombre de solutions 
reelles, il est complete par des symboles purement 
algebriques , qui , lorsquon les sonmet aux operations 
indiquees dans Tequation, la verifient. 

11 suit de la que les racines des nombres out deux 
especes d'expressions ou de valeurs; la premiere, que 
j'appellerai determination arithmetique , est le nombre 
qu'on troure par les precedes exposes dans le a° 154., 
et qui est unique pour chaque cas particulier ; la seconde 
comprend les valeurs negatives et les expressions imagi- 
naires, que je designerai sous le nom de iiterminationM 
algebriques, , parce qu'elles ne doivent leur ^xist^nce 
qu'a la combinaison des signes de TAlgebre. 

Des equations qui jpeuveni se resoudre comme exiles 

du second degre. 

s 160. Le caractere de ces equations consiste en ce 
qu'elles ne contiennent que deux puissances difierentes 
de Finconnue , et que Texposant de Tune est double de 
celui de I'autre ; leur formule generate est 

p et q etant des quantites connues. 

Si Ton prend d'abord jr"» pour Tinconuue , ou que 
Ton fasse j?'" = u, on aura 

d'ou 

u^ •{• pu^ssq, 



u = '^ip±:[^q + ip' (109); 
remettant x^ pour u, il viendra 

4r"» = ^ f /» ± l/q + jp' , 



equatioD a deux termes , puisque rexpressum^ 



ne renfermant que des operations connues , a effectuer 
sur des quantites donnees , doit 6tre regardee comnie 
representant des qaantites connues. 

En designant par a et par a\ les deux yaleurs de 
oette expression, on aura 

jp^'iszaei ar"' «==: q', 

d'ou Ton tirera 

jr==K a et x = va\ 

Si I'exposant m etait pair, au lieu des deux yaleara 
ci-dessus, on en aurait quatre, puisque chaque radical 
serait susoepiible du signe db : il viendrait 

or ss= 4- )/a, or = + Ko'* 

m m 

et ces quatre valours seraient r^elles si les qua'ntites a 
et a' ^taient positives. 

Toutes les valours de x seront comprises dans line 
seule formule , en indiquant immediatement la racinc 
des deux membres de I'equation 

qe qui donnera 



m 



La question suivante conduit a une equation de ee 
genre. 
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que la samme de leurs cubes sail S5. 

Soitjr Fan de ces factenrs, I'aatre sera 3 et on aura, 

par la somnie de leara eabes, »J et ~ , I'^qvatioii 

qui rerieni a 

oa a *« — S5f 3_ _ 215 

Si Ton regarde x' comme Tinconnue » on obtiendra , 
par la r^Ie des Equations du second degre , 

,3 _ M db yl(^y — 216. 

En effbctnant les calcnls muneriqnes indiqnes, on 
trottTera 

et par conseqoent 

^ ^ i£ •«• ii — «. «4 25_ «7 
• — »- a ^^ • ••~" s *~* ^' 9 

-3 11_1J1 i<— ft 

d'ojk 

La premiere valeor donne, ponr le second factenr, f on9, 
tandis que la deuxi^me valeur conduit a f ou B ; on a 
done dans un cas S et 2 pour les facteurs cherch^ , et 
dans I'antre 2 et 3. Ces deux solutions ne different ainsi 
que par un changement d'ordre dans les iiactears du 
nombre donne6. 



X 

162. Les dquations qae je yiens de consid^rer, sont 
i^galement comprises dans la loi generale ^nonc^ 



m 



n<^ 1S9; car il faut multiplier les valeurs de l^a, l^o^, 
par les racines de Tunit^, dans le degr^ m. 
£n appliquant cette consideration k r^oatton 

*« — 88j-3 = — 216, 

on loi troavera lea six racines snirantes : 

dpssa 1x8, jr=l X S, 

-1+ ^^ ^^ ,_, -! + 1^^ ^ 

jr = X o, jr = X . 

2 2 

jr-BS ^ ■■ ■ X O, jras=:_- x a, 

2 2 

dont les deux premieres sent les seoles reellei. 

Du eaieui des radicaux, 

163, Le grand nombre de cas dans lesquels on ne 
peat extraire exactement les racines, et la longueur 
de I'operatiou necessaire pour les obtenir par approxi- 
mation , ont conduit les algebristes a t&cber d*effectuer 
imm^iatement sur les qnantites soumises aux signes 
radicaux , les operations fondamentales indiquees sur 
leurs racines , et d'en siraplifier autant qu'il etait pos- 
sible les r^sultats , de maniere a renvoyer a la fin du 
calcul reparation la plus compliqnee, c'est-a-dire I'ex- 
traction , pour n'avoir a la pratiquer que sur les plus 
petits norabres ou les expressions les plus simples que 
puissent com porter les questions proposees. 

L'addition et la soustraction des quantit^s radicales 
dissemblables ne peuvent que s'indiquer par les signes 
-f- et — . Par exemple, les sommes 

3 5 . 3 3 



les difl&ences 

3 5 _ 3 3 _ 

ne sont pas sasceptibles d'une autre expression . 
II n'en serait pas de mSme de la qaantite 

3 3 5^ 3 

parce que les radieaux qui la composenjt peavent deve» 
nit semblables , an moyen de la simplification indiquee 
dans le n^ 130. On observerait d'abord que 

i 3 3 

i/T6^ = 1/ 8a5 .23 ou ^a l/Tb, 

3 3 3 

1^1^ = 1/ a«.23 ou a*V^ 2*; 
il viendrait 

3 3 g^i^ 3 

et en reduisant, on obtiendrait 

' 5fl/? ^, a ^y 

6a |/23 J-y^b ou (6d — &?)5l/2^. 

164. A regard des autres operations , le calcul des 
radicaux repose sur ee principe deja cite : Si Von elhve 
les different facteurs d'un produit a une mSme puis^ 
sance, le produit sera eleve a cette puissance ^ D*an autre 
'cotd , il est visible qu'on ^leve une quantite radicale a 
la puissance du meme exposant que ce radical , en le 

V- 

supprimant. Par exemple, V a elevee a la septieme 
puissance, est a seulement, puisque cette operation ^ 

inverse de celle qu*indique le signe K ^ ne fait que 
ramener a son premier etat la quantite a. 



0*AL6lBRk. ^i9 

Celd pose , si , par exemple , dans Texpression 

on supprime les radicaux, le resuUat ab sei'a la septieme 
puissance da produit indiqae plus haut; et prenant la 
racine septieme, on en conclura 

]/ax Vh^Vab. 

Ce raisonnement , qu'on pent appliquer a tout autre 
cas, montre que, pour multiplier deux expressions 
radicales du mSme degre , it faut faire le produit des 
quantites soumises aux radicaux , et I'iiffhcter d'un radi- 
cal du mSme degre^ 

Au inoyen de cette regie , on a 

3 1/5^ X 7 y/I^c == 21 V lHaWc = 

^la^h^VWc; 

4 Va^ — ^' X l/a^+ ^^=±41/ (a> — 3») (a^ + ^») = 

5 5 

% /2a9 — aH^ \ / a^b^c^ + b^c^ 
V ^4-M V 3^ 

5 



"^ V a4 — /J4 ^ ^i 

5 






2a« — /^« 



a cause que 



165. Si Ton oonsid^re qud la septieme paissance de 

Fexpression ^ _ , par exemple , est ^r , on conclnra , en 
prenant la racine septieme de ce dernier r^sultat, que 

7 7 

I/* 

d'ou il suit que, pour divuer Vune par V autre deu:t i 

quantiUs radicates du mime degrk , il faut prendre le 
quotient dee quantitee soumises aux radicaux, et Vqffectf^ 
d^un radical du m^me degri. 
On trouve par cette regie , que 






5 5 5 

\!^^L~\f^—\/— 

5 V A3/»» V A>i 



166. II suit de la regie de la mnltipliisation des radi*^ 
taux du meme degre , donnee dans le n^ 164, que, /'our 
clever une quantitS radieale a une puissance quelconque^ 
il siiffit d' clever a cette puissance la quantity soumise au 
radical, et d'qffhcter de ce TnSme radical le resultat^ 

5 
car, par exemple, elever vab a la troisieme puissance, 
c'est efiectuer le produit 

5 5 5 



et comme les radicaux sont da mSrne degre , il fant 
(164) multiplier entre elles les quantites qu'ih affectent, 
puifl poser le radical sorle produit, ce qui donne 

7 __ 

De m^me , V'a^b^^ elev6 a la puissance quatrieme , 
donne ya^b^^, qui se reduit a 

en d^composant aH^^ en a7bi x ab^, et prenant la 
racine du facteur ^73? (180). 

II est a propos de remarquer aussi que lor^que Vexps'* 
^ant du radical est divisible 'par celui de la puissance a 
laquelle on Sieve la quantilS proposSe, ^operation s^effectue 
en divisant le premier exposant par le second* Par 
exemple , 

parce que f = 8« 

6 

En effet, ya designe une quantity qui ei^i six fois 

3 _ 

facteur dans a, et la quantity }/a, qu'on obtient en 
divisant Fexposant 6 par 2 , n'^tant plus que trois fois 
facteur dans a, ^^quivaut par consequent au produit de 
deux des premiers facteurs : elle est done la seconde 

6 

puissance de Tun de ces facteurs, ou de |/a. 

Le m6me raisonnement s'appliquerait a Texemple 
ci-dessous , et a tout autre : 



/" \3 4 

• [ya-bj = )/a^b. 



167. En renversant les regies de Farticle precedent, 
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on obtient celles qa*il {ant sniYFe dans rextraction lies 
racines des qnantites radicales. 

On Toit d'abord, par la premiere, qne, Hie* exposan^ 
des quantiles sounds^ au radical soni^ divisibUs par 
celui de la raeine qu'on veiU exlraire, V operation s'effee- 
iuera comme sHl n*y avail point de radical^ et I'on 
qffectera du radical primitrf le risuUdt^ 

On trouve, par exemple, qae 

3 S 

De la seconde regie du numero precedent, on conelui 
que Xexlraction de la raeine dee quantitee radicalee s'in^ 
diquey en general^ en multipliant Vexposant du radical 
par celui de la raeine qu^on veut exlraire. 

Par cette derniere regie , on trouye tpie 

5 

En effet, V^ est nne quantite qni est cinq fois fac- 

tear dan8a4 (24,129); mais la raeine cubique de k^^a4~ 
devant Stre aussi trois fois facteur dans cette derniere 
quantite, se trouvera 5x3 fois on 15 fois facteur dans 



la premiere a4 .- done V ^^^ = K a^. q^ prouverait 

5 

de m^me que V V^ =l/a4. 

168. Puisqu'en multipliant par un nQmbre,rexposant 
d'luie quantite soumise a un radical, on eleve a la puis- 
sance marquee par ce nombre, la raeine indiquee (166), 



N 



et qu'en mnltipliant ^ussi par le meme nombre, I'ex- 
posant da radical , on tire d^u resultat une racine da 
degre egal a celui dela puissance qu'on a forniee (167), 
il s'ensuit que cette seconde operation ramene a son 
premier etat la quantity proposee. 

L'expression K a^, par exemple, pent se changer en 

35 

|/a'», qui s'obtient en mnltipliant par 7 les exposan^ 5 
et 3 ; car multiplier par 7 Texposant de a', c'est former, 

5 

par le radical |/a**, la septieme puissance du radical 
propose , et multiplier par 7 Fexposant 5 du radical 



X/Hv^ c'est prendre la racine septieme du rdsultat, 
operation qui detruit Feffet de la premiere. 

169. Par cette double operation , on ramene au mSme 
degr^ un nombre quelconque de radieaux de degrSs differ 
rensj en muUipliant a lafoie Vexpoeani de chaque radt-* 
cal etceux dee quaniiiie qu'il affecte y par le produit dee 
eapoeane de toue lee autree radieaux. L'identite des 
nonveaux exposans des radicaux est evidente par 
elle-meme , puisqu'ils sont formes du produit de tons 
les exposans des radicaux primitifs ; et d'apres ce qui 
precede , chaque quantite radicale n'a pas change de 

valeur. 

On transforme, par cette regie , 

5 n 

V^a^^ et |/^, 

35 35 

en |/a"^»4 et V^c^^'d'^; , 

de m^me, les trois quantites 

3 5 7 

l/a*% |/a=c^ |/^4c3, 

deviennent respectivement 

io5 xo5 loS 

y/a^^bl^ Va^*^c^\ yl^^. 
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S*il J 9fA des nombrcs mis la ndieaitix, il Jaadndt 
lei ^ertr a la pnissaiiee marquee par le produit dei 
exposans des anires radicaiix. 



170. De m^e, on peot pasMr seus un radical un 
Jaeieur qui en est dehors ^ en VHetani a la puissanee 

marquee far Vexpasani du radieai* 

On changera , par exemple, 

5 3 3 

a* en |/fl^, ei 2a |/^ en y^a^b. 

171 . Apres aroir redoit an meme degre, par la trans- 
formation preeedente, des radieaux quelconqnes, on 
leor appliqoera sans difficnite les regies donnees dans 
les n** 164 et 166 , pour la nraltiptication ei la diYision 
des quantites radicales da meme degre. 

Soit en general 



It 



je change (169) 

nut mn 

en I/o^Pt] |/^r^«>^ 

et la regie du n^ 164 donne 

mn mn mn 

^a'^Pb^^ X yb^''C^' = y a^phntf-^mr^s 

pour le produit des radieaux propose. 
On a aussi, par le n« 165, 

fft fnn tnn mn 

y^aPb^f V^ a^Pb^*i \ / a^Pb^^ % / a"Pb^^—'"'' 



mn 



yf? x/bH^s 



Remarque^ sur quelques ca* singtuliers du calcul 

des radicaus^ I 

172. Les regies auxquelles on vient de ramener le 
calcul des radicaux, s'appliqaent sans difficalte anx 
quantites reelles ; raais elles induiraient en erreur par 
rapport aux quantites imaginaires , si on ne les accom- 
pagnait pas de quelques remarques qui tiennent aux 
proprietes des equations a deux tennes. 

Par exeniple, la r^le du n* 16:4 donhe immediate- 
ment 



r 



et si on se contentait de prendre 4- a pour k a% le resultat 

serait visiblement fautif, car le produit k^ — a x V^ — a, 

etant le quarredeV^ — a, doit s'ol^tenir en supprimant 
le radical , et est par consequent egal a — a. 

Bezout a tr^s bien expliqu^ cette difficult^ , en obser- 
Yant que quand on ignore de quelle raani^re a ete form^ 
le quarre a', et qu*pn en demande la racine, on doit 
assignor egaleraent + a et — a; mais que quand on 
sait d'avance laquelle de ces deux quantites a ^t^ multi- 
pliee par elle-m^me pour former a^, il n*est plus permis, 
lorsqu'on revient sur ses pas, d'en prendre une autre, Ce 

cas est evidemmentcelui de Fexpression V^ — a x V^ — a; 
on sait alors que la quantite a^j comprise sous le radical 

va^y vient de — a raultiplie par -^ a : Tambiguite cesse 

done ; et quand on revient a la racine, il faut mettre — a. 

Le meme embarras aurait lieu aussi pour le produit 

|/«xV^, si Ton n'^tait pas conduit, parce qu'il n'y a 
aucun signe — dans Fexpression , a prendre immediate- 

ment la valeor positive de l^a'. 11 faudrait laire atten- 
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tion que , dans ce cas , a' venant de + a multiplie par 
+ a, sa raciae doit ctre necessairement 4- a. 

Ces raisonnemens ne laissent aucan nuage sur le cas 
particulier qu'on vient de considerer ; mais il y en a 
d'autres qai ne peuvent s'expliqner elairement que par 
les prc^ri^tes des ^qoatiobs a deux termes. 

173. Sipar exemple on demandaii le produit va V^ — 1, 
en reduisant le second radical au m6me d^r^ que le 
premier ( 1 69), on anralt 

|/axi/( — l)'==l/axl^==:|^, 

r^sultat reel , quoiqu'il soit bien Evident que la quantity 

r^lle V^a, multipliee par la quantite imaginaire k— Tj 
doire donner un produit imaginaire. II ne faut paa 

4 

croire cependant que le r^sultat va soit tout-il-fait 
faux , mais seulement qu'on le prend alor& dans an sens 
trop particulier. 

4 _ 

En effet, V^a^ consider^e alg^briquement , ^tant 
I'expression de I'inconnue s, dans I'^quation k deux 
termes 

est susceptible de* quatre determinations diffjren- 
tes (1K9) ; car si Ton fait a=ia^, en representant par a 

4 _ 

la valeur num^rique de V^a , abstraction faite de son 
signe, ou la determination arithmdtique de cette quan-> 
titd , on aura les quatre yalenrs 

«X+1, ax — 1, cLX+y^, tfX — V^^^, 

dont la troisieme est pr^cisement le produit propose. 
Avec un peu d'attention , on recommit aistoent la 
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cause de Fambiguite qu'on vient de remarquer. En ^le- 
vant au qaarre la quantite — 1 , pour changer le radical 
du second degr^ en un du quatrieme, on arrive a +1, 
qui pent veniraussi biende + l x -4-1, quede — 1 X — 1, 

ce qniintroduit dans la quantite 1^1 les deux nouvelles 
determinations h- 1 et — 1 , qui ne se trouyaient pas 

dansK— 1. 

La m^me chose a lieu , en g^ndral , par suite des 
multiplications qu'on op^re so.us les radicanx (171), 



m 



et le produit ya x V^^ depend d'une Equation du 
degre-fitTt^ ee qu'on pent Toir aussi en- considerant^ que 



m 



|/a et V^i d^signent les valeurs de x et de y dans les 
Equations 

Si Ton eieve alors les deux membres de la premiere 
a la puissance n, ceux de la seconde a la puissance m^. 
on aura 

jpmn — £j« ymn — ^w • 

etmultipliant, membrea membre, ces nouyelles eqiia- 
tioas , il en resultera 

mn 
jgrnttyinn — - ( j*y )""> ssss Of^h^, d'oil XV = V a" 6"* • 

On con9oit d'ailleurs aisement que le produit jti^ doit 
avoir mn determinations , puisque, pour le former , on 
pent combiner successivement chacune des tn determi- 
nations de x avec chacune des n determinations de y, 
ce qui donne mn resultats. 

Qnand il s'agit de quantites reelles , le choix n'est pa» 
embarrassant , parce que le nombre de determinations 
de cette espece ne surpasse jamais deux (157) , qui ne 
diOerent que par le signe. 

174. En faisant usage de la transformation^du n^ 158) 



on fait tomber toute la difficult^ sur les racines de+ 1, 
oude — 1; car si cm pose jr = «/ et ^ = fiu, « etfi d6- 

signant les determinations numeriques de V^a, \/b, sana 
egard au signe , les Equations 

deviennent 

Z*" qp 1 »= 0, tt'" q: 1 = 0, 

et on en tire I'bxpressibn 

"* ____ " "» « 

dans laquelle a/J repriSsente le prodoit des nombres 

nt n 

y'a , }/h, ou la determihation arithmetiqae de la racine 
du degre mn du nombre a'^h^^ 

Quand on roudra particulariser le prodait des radi- 

m n 

caux v±a, ]/±: h , par une determination speciale 
de cesradicaux, il faudra trouver, d'apres les equa- 
tions 



m n 



les diverses expressions de V^± 1, V^dszly et les com- 
biner convenablement {*), 



■y nt m 



(*) Quand Texposant m est impair, V— 1 zzr— l/IjTl j mats 
quand il est pair, cela n'a plus lieu. Lorsque m=s4y par ezemple, 
on troupe que 

et en ^galant a zero chacun de ces facieurs , on obtient les 4 expres- 

.4 

sions de k — 1. (Voyez le Complement) 
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Au reste , ces operations ne se presentent g^^re que 
poar quelques cas fort simples , dont voici les princi- 
paux : 

je supprime le radical d^ y — 1 , et j*obtiens 

l/Z:^ X i/=l = J/;^ X — 1 = — l/^: 

je ne multiplie point ici — 1 par — 1 , parce que je 
tomberais sur Tambiguite remarquee dans le n^ 172; 
mais j'observe que le quarre de la racine quatrieme 
n*est autre chose que la racine quarr6e , et il vient 
alors 

1^=^X1^11^=^'^ Xl/^: 

jo|^-~flxk'^ = |/^x (kC3)>==:|^^xl/^ 

== yTb X — 1 = — l/^. 

On trouyerait ainsi des resultats altematiyement reels 
et imaginaires. 

Du calcul des exposansfractionnair^s. 

175. Lorsqu'on remplace les radicaux par les ex- 
posans fractionnaires qui leur correspondent (138), 
I'application immediate des regies des exposans fournit 
les m^mes resultats que les procedes usit^s dans le 
calcul des radicaux. 

£n effet) si Ton transforme , par exemple, 

» i 1 i 

en ffih^, a^e^. 



SM 
oo aura 

|/a^ X l/oV = a* 4* X a* ^5 j_. 

puis en obserrant qae f == 1 + ^9 ^e par cooueqaent 
a?=:a'"*"^==axa^(25), 



t • s 



et que a' ^^ r^ liqiuTaut a V^ah*e* , il Tiendra 

s s g 

r^saltat non-setdement exact, mais encore redait a sa 
plas simple expression. 



m 



Soit Fexemple general X^aPh^ x ^hrc ; les radicaux 
proposes se transforment en 

L ^L at 

et il viendra, soivant les regies des exposans (85) , 

Si maintenant on veut effectaer I'addition des fractions 

01* 

-^, - , il faut les reduire an memo denominatenr : et 

m n 

afin de donner de Funiformit^ anx resultats , it faut 



3 uuuuii Bur tf79 xrai;uuu9 

moyen 



en faire autant sur les fractions ^, -: on obtient par ce 

tn n "^ 



np nq^mr ms 



et passant aux radicaux , on a , comrae dans le n** 171, 



m n nm 



176. La division s'eflFectue aussi simplement : on a, 
par exemple , 



|/a^_a^^_ h^ 



5 4 I 4 3 



T (38) . 



ce qui se r^uit a 

6^ 






et en passant anx radicaux , il vient 



5 S 






On a en general , 



El I ^ 






r 



m n 



n r s s 

l/'PP' b^ c^ c^ 

et en rdduisant au meme denominateur les exposans 
fractionnaires , pour effectuer la soustraction indiquee, 
on trouve 



m 



np nq—mr ^„ 



aPb^ »"*" ^ "** \ /a'*vl^~"^ 



V' 



II est aise de voir que la reduction des exposans 
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f|;actionnaires an mdme denominateur, remplace ioi la 
redaction des radicaux au iiieme degre, et conduit 
precisement aux memos r^soltats (171). 

177. II est tout aussi evident, par la regie du n"" 127, 
que 

et par cello du n° 129 , que 



n 



\/ z V/ ^ ^ '^z 

Le calcul des exposans fractionnaires est un des 
exemples les plus reraarquables do Tutilite des signes, 
lorsqu'ils sont bien choisis. L'analogie qui regne entre 
les exposans fractionnaires etceux qui sontentiers, rend 
les regies qu'il faut suivre dans le calcul de ceux-ci , 
applicables a celui des autres ^ tandis qu'il a fallu des 
raisonnemens particuliers pour decouvrir les regies du 

calcul des radicaux , parce que le signe (/ , qui les 
exprime, n'« aucune liaison avec Foperation qui les 
engendre. Plus on ayance dans I'Algebre, et plus on 
reconnait les nombreux avantages qu'a produits dans 
oette science la notation des exposans , imaginee par 
Descartes. 

Theorie generdU de* equation*. 

178. Les Equations du premier et du second degre 
sont , a proprement parler, Jes seules dont on ait une 
solution complete ; mais on a decouvert , aux equations 
de degre quelconque , des proprietes generales qui con- 
duisent a les resoudre lorsqu'elles sont numeriques , et 
quioffrent de nombreuses consequences pour les parties 



plus ^levees de FAlg^bre. Ces propri^t^s tiennent a ane 
forme particuliere ions laqnelle tonte Equation pent ae 
mettre. 

En la supposant aussi g^nerale qa'elle pent Fetre , 
pour un deg^e qnelconqne, nne equation doit renfermer 
toutes les puissances de Finconnue , depuis oelle de ce 
degr6 , jusqu'a la premiere inclusivement , multipliees 
chacune par des quantitds connues , et en outre un 
terme tout connu. 

L'equation generale du cinquiemedegri^, parexemple, 
contiendra toutes les puissances de Finconnue, depuis 
la cinquieme jusqu'a la premiere inclusivement; ^t s'il 
y a plusieurs termes affectes de la mSme puissance de 
Finconnue , il faudra les concevoir rdunis en un seul , 
comme on Fa fait, pour les equations du second degre, 
dans le n^ 108. Ensuite on passera , ainsi qu'on Fa fait 
dans ce numero , tons les termes de l'equation dans uii 
seul membre ; I'autre sera necessairement egal a zero ; 
et on rendra le premier terme positif en cbangeant , s'il 
le faut , tous les signes de Fequation. 

On aura par ce moyen une expression semblable a 
la suivante , 

dans laqnelle il faut bien observer que les lettres p, q, 
r, s, t peuvent representor des nombres n^gatifs aussi 
bien que des nombres positif s ; puis divisant tout par n^ 
afin de ne laisser an premier terme que Funite pour 
coefficient , et faisant 

= /?, -'=5, - = T, 
n n 





n ^ n 


il viendra 




sS . 


f Pjr4 + Ox 



0. 
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Dorisnayaiit je supposerai qa'on ait toojoars pr^par6 
les equations ainsi queje viens de lefaire, et je repr^-* 
senterai I'^qaation generate d*an degre quelconque par 

*» + Pdr«-« + ^x«-a + ^J? + 27=0. 

L^intervalle indique par les points se remplit lorsqu*on 
donne a I'exposant n une valear particuliere. 

Toate quantite ou toate expression , soit reelle , soit 
iraaginaire , qui , mise a la place de rinconnue x dans 
une equation preparee comme ci-dessus , en rend le 
premier membre egal a zero, et par consequent satis- 
fait a la question , se nomme la racine de I'Squaiion pro- 
posee; mais comme il ne s'agit pas ici de puissances , 
cette acception est plus g^nerale que'celle que j'ai don- 
nee jusqu'a present au mot racine {W^ 129). 

179. Voici une proposition analogue a celle des nu- 
meros 116 et 159, et que Ton doit regarder comme 
fondamentale. 

La racine d'une equation quelconque 

x« + Px"-' + Qx"-* + Tx + = 0, 

^Uint reprieenfie par a , le premier membre de cette iqua- 
Hon ee divise exaetement par le btnomex — a. 

En effet, puisque a est une valeur de jt, on a n^ces- 
sairement 

an + Pa"— I + Qa"""^ + Ji + J7s= 0, 

et par consequent 

U — a" — Pa"—^ — Qa^—^ — 2a;. 

en sorte que I'equation proposee est identiquement la 
meme que 

jr« + Px"-^ + ^Jr«-* + ^-^ I _ Q 

an — Pa^--^ — Qa«~> — Ta ) 
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et revient k 

. + 2' (*-«))-"• 

Les qaantit^s 

jpn — fl/i^ jr«— ' — a«— ', jr«—* — a'*-"*, ^ — a 

iismi toutes divisibles par x — a (158), il est Evident 
que 1e premier membre de Tequatioii proposee aura 
tous ses termes divisibles par cette quaotite , et sera par 
consequent divisible par x — a , com me le porte 1'^- 
nonce de la proposition (*)• 

180. Pour former le quotient, il n'y a qu*a substituer, 
an lieu des quantites 

jr« — a", ar«— ' — «»— », s^—^ — a""-*, jr — a , 

les quotiens qu'elles donnent , lorsqu'on les divise par 

{*) D'AIembert prouye la memo proposition , ainsi quHl suit : 
Si I'oD con^oilque le premier membre de I'^quation proposee soit 
divis^ par x — a, et que rop^ration ait ^t^ pouss^e jusqu'd ce qa'oii 
ait ^puis^ tous Ijbs termes affectes de Xj le reste, s'il y en a un , ne 
pourra contenir rr. £n le repr^sentant par R, et nommant Q le quo- 
tient quelconque auquel on sera parvenu, on aura necessairement 

xn ^ Pxn—i 4" ®*C' = ^ (a^ — a) '{'JR. 

Or, lorsqu'a la place de x on substitue a f le premier membre s'a- 
n^antit , puisque a est la yaleur de x; le terme Q (x-^a) du second 
membre s'an^antit aussi, a cause du facteur a — a qui devient z^ro : 
on doit done avoir jR =rO, et cela, independamment de la substi- 
tution ; car ce reste ne contenant pas x, la substitution ne peut s'y 
effectuer, et il conserve apr^s , la valeur qu'il avait auparavant. 

11 suit de lA que, dans tous les cas, i2 = 0, et que par consequent 

a:« + P«n— I + Qxn—^ 4- etc. 

est divisible exactement par x — a. 



r 
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X — a ^ et qui sont respectivement 

jfrt— 1 j^ ax'* — * -f- a'jr" — ^. • • • • •^ a*""' , 
j?«— * -f- asf*—^ -f- a»— » , 

•T" — ^ • • * • • -f- fl" — ^ y 

£n ordonnant le resultat, par rapport aux puissances 
de s, on trouvera 

;r»— * -4- ajr"""* -f- fl^x""' ^ «»— « 

-f- Pjr«-a ^Pflx«~3 ^ Pa^—* 

•4- Qjr"""^ • • • • • -*- ^a«— 3 

•4- r. 

181* II est visible, d'apr^s les senles regies de la 
division , que le premier membre de I'^quation 

x« ■+. Pjr»--« -+- ^ar»-a + etc. = , 

etant divise par x — a, donnera un quotient de la forme 

<r«— I -H P'ar/»-a H- ^'x"— 3 H- etc., 

P\ Q'> c^M designant des quantit^s connues , diffe- 
rentes de P, Q, etc. : on aura done 

xn + Pj:«-i + etc. = {x — a) (dr«-'+ P'*»-a + etc.); 

et suivant Tobservation du numero 116, Tequation pro- 
posee se verifiera de deux mani^res , savoir, en faisant 

X — a = ou ar«— ' -4- P'x"—* -*- etc. = 0. 

Si maintenant I'^quation 

-pn— 1 ^ P'jr«-a Hf- etc. =0 

a une racine b , son premier membre sera divisible par 
X — b ; ou aura encore 

j.«-i4.i>jr«-a + etC. = (ar— ft) {jr«-a + i'"jp«-3 + etc.), 
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ei par cou&^qit^tit : 

I'equation proposee pourra done se verifier de trois 
mani^res , saroir, en faisant 

Si la derni^re de ces equations a une racine e , son 
premier membre se d^composera encore en deux fac- 
feurSy 

jf — e, jf«-5 4. />'"jr«~4 + etc., 

et Ton aura 

jr« + P4f«-» + etc. 

d'ou Ton voit que Tequation propose pourra se verifier 
de quatre mani^res, savoir*, en faisant alternative- 
ment 

X— 0=0, jr— fc=0, a:— c=:0,jr«-34.P'"jr«-4 + etc. 



En continuant de raisonner ainsi, on obtiendra sue- 
cessivement des facteurs des degr^s 

n — 4, n — '8, n— 6, etc.; 

et si cbacun de ces facteurs, egale a zero , est suscep- 
tible d'une racine , le premier membre de T^quation 
proposee sera raniene a la forme 

* (or — a) {x — h) {x — c) {x — d) {x — /), 

c*est-a-dire decompose en autant de facteurs da premier 
degr^ qa'il y a d^unites dans Fexposant n de son degrtf . 
L*equation 

dr« 4- jPjp"--* + etc. r= 
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pourra done se verifier de n mani^res, savoir, enfaisant 

X — 11=0, oa X — d=sO, ou X — ea=0, ou x — ^=sO, 
« . • OQ epfin X — /=0, 

II faat bien remarqaer qiie ces Equations ne doivent 
dire regardees comme yraies qu'alternatiTement , et 
qu'on tomberait dans des contradictions manifestes , si 
I'on supposait qu'elles aient lien en mdme temps. En effet, 
de ^ — a = , on tire x z^a, tandis que x — 3 =;=: 
conduit k X =:b, consequences qui ne peuvent s'accor--^ 
der lorsque a et i sont de» quantit^s in^gales. 

,182. Le premier membre de I'equation proposee 

x» + jPjr«— » + etc. s= 0, 

etant decompose en n facteurs du premier degre , 
X — a, X — 6, X — e, x — d, x — /, 

ne saurait etre diyisible par aucune autre expression da 
ce degr^. En effet , si la division , par un binome x — «» 
difierent des premiers, etait possible , on aurait 

4r«+Px»— >+etc. zss (x-^tt) (df"— »+/>*»—*+ etc.), 

et par consequent 

(x — a) (x — b) {x — c) (x — d) (x — /) 

=s(x — u) {x^— » +/?J?"*~* + etc .) ; 

or, en cbangeant ^ en <x, il yient 

(« — a) {a — 6) (tt — e) (a — d).*.. .{a — /) 
= {« — «) (««-i+/?i»«-a+etc.); 

le second membre s'^yanouit k cause du facteur nul 
««-*«; mais il n'en est pas de m^me du premier , qui 
est le produit de facteurs tons differens de z^ro , tant 
que a differe de chacune des racines a, B , e, d. , ,, I : 
la supposition n*est done pas yraie; done une equation 



i^un degre queleonque nepeut admettf*e plus de diviseurt 
hinomes du premier degri , qu'il n'y a d'uniUe dans Vex* 
posant de sen degrS, et ne peut avoir par consequent un 
plus grand nomhre de racines (*). 

18^. En regardant une equation cpmme )e produit 
d'un nombre de facteurs 

4^ — a, 4f -=- ^, 4^ — 0, a — £Z^ etc., 

egal a I'eiposant de son degr^ , etle prendre la forme 
du produit indiqne dans le w^ 135 , avec cette modifi- 
cation que les termes seront alternativement positifs et 
n^gatifs* 

Si Ton se borne a quatre faoteurs, par exemple, on 
aura 

x^^-^ax^ •\' ahx^ — alfcx + abed = 

— bx^ ■\- aj0x^ — aJfdx 

— ex^ +adx^ — acdx 
-. — dx^ + bcx^ — bcdx 

Les seconds termes des binomes x — a, x — b, x — e^etc, 
etant les racines de Teqnation , prises avec un signe 
contraire, les proprietes remarqu^es dans le n** 1S5, et 



(*) Cette demonstration , beaucoup plus simple que celle que 
j'aTais donn^e dans les Editions pr^c^dentes , est tir^e dies Annalea 
de MathSmatiques publi^es par M. Gergonne. ( Voyez le tome W, 
page 209^210, note.) 

II est k propos de remarquer que c'estparce que le binomei^' — « 
est premier avec les facteurs x — o, x — h, etc., qu'il ne peut diTiser 
leur produit ; proposition qui s'^tend d tous les polynomes de la. 
forme x^ + Par»»«— i -^ etc. En substituant ces polynomes aux nom- 
brea , dans les raisonnemens du n** 97 , qd demontrera facilemen^ 
que tout polynome qui divise le produit de deux polynomes A et B, 
et qui est premier avec Vun de ces polynomes, divise n^cessnire- 
ment V autre. 
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proaTeet «d gfo^rai dant le n** 1S6 , aaront lien de la 
maniire smTante , pour le cas actuel : 

£• eo^fiehni du second Urm§9 prh oMe am «/f ii« e»ii* 
irairt, sera la somme dee raeints ; 

Le coefficient du troisihne terme eera la 90mme dee 
pfvduite dee raeinee tnuUiplieee deux a deux^ 

Le coefficient du quatrihme terme , prie avec un eigne 
contraire, sera la eomme dee produite dee raeinee mul'- 
iiplieee troisatroie, et ainsi de suite, en observant 
de changer le signe des coeffieiens des termes de rang 
pair; 

Lb dernier terme, soomis comme les aatrea a cetle 
loi , eera le produit de iautee lee raeinee. 

En ^galant , par exemple , a zero le produit des trois 
facteurs 

X — 5, X -I- 4, X -4-8, 

on formera Nquation 

x'h-Ip* — 28* — 60 =0, 
dontles racines seront 

-♦• 5, — 4, — 8: 
on aura , pour leur somme , 

5 — 4 — 8 = — 2; 

pour celle de lenrs prodnits 2^2, 

^» X — 4-f-8 X —8—4 X —8=— 20— 15-1^ 12=^28 , 

et pour le produit des 8, 

-*-Kx — 4 X — 8=60. 

Cest aussi ce qu*on deduirait des coelDSciens 2/ — 28 , 
— 60, en changeant le signe de ccux du second et du 
quatrieme terme. 
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Si Fon ^ale a z^ro le prodnit des facteurs 

je^ — 2 , jr — S et ^r -t- 5, 

Feqilation resulUnte 

jr' — 19ar-i-80 = 0, 

n'ayant point de terme affect^ de x*, pnissance imme- 
diatement inferieure a celle da premier terme , manque 
de eecond terme , et cela parce que la somme des racines, 
qai , prise avec an sig^oe coBtraire , forme le coefficient 
de ce terme , est ici ' 

2^8 — 5, 

on zero , ou « en d'autres termes , parce que la somme 
des racines positives est ^gale a celle des negatives (*). 



(*) Oa pournitt croire que poar d^couvrir !•• racinef d'ono 
^uatiOB quelconque du quatri^mo degr^ 

i1 suffirait de la comparer avec le produit du num^ro 183, en ob- 
seryant d'egoler les quantites qui multiplient, dans Tun et dans 
I'autre , les memes puissances de x ; et c'est par la que la plupart 
des auteuTS el^mentaires pensent d^montrer qu'une Squation d'un 
degrS quelconque eat le produit d'autant de facteurf eimples qu*il 
y a d*unit^s dans I'exposant de son degrS : on verra par ce qui 
suit que lenr raisonnement est fautif. Je n*ai conclu ceite pro- 
position que conditionnellement dans le numero 182, parce qu'il 
faudrait, pour I'affirmer pusitiyenlkent, montrer qu'une equation 
d'un degr^ quelconque a une racine , soit reelle , soit imaginaire, 
ce qui ne parait pas facile & faire dans les ^l^mens , et ce qui heu- 
reusement n'est pas n^cessaire alors : on pent d'ailleurs voir dans> 
le Complement les reflexions que j'ai apport^es a ce sujet. 
En formant les Equations 

— a — 6—- c -^ d=^ p, 

— abc — abd^acd—bcdssz r, 

abed == s, 
pour en tirer les valours des letires a, b, c, d, qui seraient les racinea 
de requatton prupos^e» le calculseraitfort oompliqu^, si Von voii> 
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184. Quand on considere une ^uation comme for- 
mee du produit de.plusieurs factear& simples, ou da 



lait employer A la d^tertnination des inconoues a, b, e, d, le proc^d^ 
du num^ro 78 ; inais si I'oit multiplie la premiere des ^^ations 
ci-dessus par a\ la seconde par a^, la troisi^me par a, ei qu'on 
ajoute , membre i membre , ces trois produits ayec la quatri^me , 
on aura 

— a* =:po' + qa^ ^ ra-^», 

d*ovk I'on conclut , par une simple transposition , 

a* 4- p(^ + 9«* -j- m -J- s = 0. 

tiette equation ne contient plus que a , ma^s elle est enti^renient 
semblable k la propos^e : la difficult^ d'obtenir a est done la m^me 
que celle d'obtenir x. 

Ainsi , comme Ta dit Gastillon (MSm. de Beriin, ann^e 1789) : 

* On prouTe bien, dabs toutes les Alg^bres , que par le produit de 

* plusieurs binomes simples on forme une equation de tel degr^ 

* qu'on Teut, matt on n'a pas fait voir qu'une Equation formee 
» par la multiplication de plusieurs binomes simples ^ peut avoir 
j» tels coeMcLens qu'on veut. • 

Si, aulieu de multiplier les trois premieres equation^ en a,BfC, d, 
par a^, a*, et a, respectivement , on les mtfltipliait par 6', 5^et t, ou 
par c^, c^f c, ou par d^, d^, d, et qu'on ajoutat encore les produits 
d la quatri^me , on aurait, dans le premier cas, 

— 5* = j>63+ }&» + rh + s, 
dans le second, 

— e* =3= pc^ -}- gc* + fic -{" *"#■ 

dans le irdiHihiae , 

— rf* si j9d*-figd* +"' + '/ 

d'ou il suit qu^on est conduit a la meme Equation, soit pour avoir a, 
soit pour avoir b , etc. £n effet, les quantit^s a, b,c,df etant toutes 
dispos^es de la meme mani^re dans chaque ^quation^ il n'y a pas de 
taison pour que I'line soit defermin^e par aucune operation diffi^- 
rente de celled qui determinent 1 'autre ; et en general , si , dans la 
recherche de plusieurs quantites inconnues , on est oblig^ d*em- 
ployer pour chacune les memes raisonnemens , les m^mes opera- 
tions et les memes quantites connues , toutes ces quaittit^s ft^ront 
necessairement racines d'une meme equation* 



premier degr^ , on prouye (182) qa*elle n'en peat avoir 
qa'un nombre marque par Texposant n de son degre ; 
mais si Ton combine ces fact6ars deux a deux , on for- 
mera des quantites dti second degr^ , qui seront aussi 
facteurs de F^qoation proposde , et dont le nombre sera 
exprime par 

^^^ (UO). 

Par exemple , le premier membre de Tequation 

jr4 — ax^ -4- abx^ — ahear'^abcd = 0, \ 

— bx^+acjp* — abds 

— ex^+aeLp^ — acds 

— dx^+hex^ — bcdx 

+ bdx^ 
+edx* 
^tant le prodnit 

(ar — a) X (JT — *) X (^ — c) X (JT — <i) , 

peut se decomposer en facteurs du second degre , des 
six manieres suivantes : 

(x — a) {x — b) X (x — c) (x — d) 

{x — a) {x — c) X {x — b) (x — d) 

(x-^a) (x—d) X (x — b) (x — c) 

{x — i) (x — c) X (x — a) (x — d) 

{x — b) (x — d) X {x — a) {x — c) 

(x — e) (x — d) X {x — a) (x — *); ' 

et il eu resulte qu'une equation du quatri^me degre 
peut avoir six diviseurs du second. 

En combinant les facteurs simples trois a trois , on 
formera les diviseurs du troisieme degre de la pro- 
pose ; pour une equation du degr^ n , le nombre en^ 
sera 

n(n— 1) (n — 2) 

1 . 2 . a ' 

«et ainsi de suite. 
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D9 VelintinaHon entre le» equation* des de^rSs supirieurt 

au premier. 

185. La r6gle da n'' 78, on le proc^d^ da n» 84, 
saffit toujoars poar dlimioer, entre deax tkpiations , ane 
inconnoe qui n'y passe pas le premier degri , qael qae 
soit d'ailleurs celui des autres inconnues ; et lors m^me 
que rinconnue ne serait aa premier degre que dans 
Tune des eqaations proposees , la rdgle da a® 78 s'y 
appliqaerait enoore. 

Si Ton a , par exemple , les eqaations 

on prendra dans la seconde la valear dey, qui sera 

n* — x^ 

en substituant cette valeur et son qiiarre j a la place 
de y et de y'> dans la premiere ^uatiott , on obtiendra 
an r^saltat en s seulement. 

186. Si les equations propOstfes ^taient toutes deax 
du second degr^ , par rapport a Tune et a I'autre des 
inconnues , on ne pourrait appliquer la m^thode pr^- 
c^dente qu'en r^solvant une des Equations , soit par 
rapport a x^ soit par rapport k y. 

Soient , par exemple , les eqaations 

jr*+ y» = ««/ 

la seconde donne 

y=±: V^fi» — *» • 



y 



substituant, dans la premiere , cette valeur de y et aott 
quarre, on obtiendra 

ax' dt hx Vn' — 4r» 4. c (n» — jr*) sss mS 



L'objet propose setnble rempH , poisque ce r^sultat 
ne contient pas rinconnue y ; mais on ne peat reitoadre 
r^quation en s , sanala ramener a une forme ration- 
nelle , en faisant disparaitre le radical ou rmc()iinne se 
tronve engagee. 

II est facile de voir qoe si le radical ^tait seul dans 
un membre, on le ferait disparaitre en ^levant ce mem- 
bre au quarr^ : en r^unissaht done , par la transposi- 
tion des termes d= 5xl/n» — x* et m*, tous les termes 
rationnels dans nn seul membre , on aura 

et prenant le qnarr^ de chaque membre , on formera 
r^quation 

qui ne contient plos de radical. 

Le proc^d^ qu'on vient d'eraployer pour faire dis- 
paraitre le radical , doit ^tre remarque , parce qu'on a 
souYcnt occasion de s*en servir ; il consiste a t^oler le 
radical qu'on veut faire dieparaiire y et eneuite elever lee 
deux membree de T Equation propoeie a lapuieechtce mar" 
quee par le degri de ce radical, 

167. La complication de ce precede, qui de vient 
tr^s grande lorsqu'il y a plusieurs radicaux , jointe a 
la difficult^ de r^soudre Tune des Equations proposees , 
par rapport a Tune des inconnues , difficulte qui est 
souveut insurmontable dans Vetat actuel de TAIgfebre , 
a fait chercher une methode an moyen de laquelie on 
put op^rer sans cela T^limination ; en sorte que la re- 
solution des Equations fut la derniere des operations 
qu'exige la solution des problimes. 

Pour rendre les calculs pins faciles , on met les equa- 
tions & deux inconnaes sons la forme d'equations a une 
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•eole, en ne lausant en evidence que celle qn*on Teat 
eliminer* Si Ton avait , par exemple , 

on transpofierait tons let termes dans on seul membre , 
en les ordonnant par rapport a x; il yiendrait 

et laifant, poor abriSger, 

ay+bsszP^ — ey» — dy — e^=sQ, 
on anrai t s'+Px+Q =^0. 

L'eqnation geoerale du degre m a deux inconnues 
doit contenir toutes les puissances de jr et de y, qui ne 
passent pas ce degr6 , ainsi que les produits dans lea- 
quels la somme des exposans de jr et de y ne s'eleve 
pas au'-dela de m : on peut done representor ainsi 
Teqnation g^n^rale da degr^ m, a deox inconnues : 

jr« + (« + *y ) J^~* + (^ + <?y + <?y')j?'"~' + (/+yy + Ay ' + *y') jr^""^ 
+(i'+S'y+^'...+«y'"""0^+/+/y+''y—+*''y^ = O- 

On ne donne point de coefficient a jp^, dans cette 
Equation , parce qu'on pent toujours, par la division ^ 
d^gager de son multiplicateur tel terme qu'on vent d*une 
Equation ; et si Ton fait 

a+by=P, ^+<fy+^y»=»Q,/+yy+Ay'+V=^^ 

/? + <?y +tty'«-»c= T, p' + q'y + »y"»= U, 

r^quation ci-dessus prendra la forme 

188 U est bon de remarquer que I'elimination de x 
entre deux equations du second degre, 
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peat 8*effectaer immediatement en retranchant la se- 
conde equation de la premiere. Gette operation donne 






d'ou *= -ft mf 7 



sobstitoant cette valeur dans rune des deux equations 
pr<^os^8 9 la premidre , par exerople , on trouvera 

{P—py p—p' +V — "» 

faisant dieparaitre les d^nominatenrs, on aura 

et mettant P — P' en facteur commttn dans les deux 
derniers termes , il viendra 

t\ ne restera plus qu'a substituer pour P, Q, P' et Q\ 
les valours particuli^res au cas qu'on examine* 

189. Ayant d'aller plus loin, je vais montrer com* 
ment on reconnait que la valour de Tune quelconque 
des inconnues satisfait en m6me temps aux deux Equa- 
tions proposEes. Afin de mieux fixer les id^es, je pren- 
drai un exemple particulier ; mais le raisonnement n'en 
sera pas moins g^n^ral. 

Soient les equations 

x^ + is^y+isy^ _ 98 = (I) , 

jr> + 4j.y — 2y» — 10 = (2), 

que je supposerai donnees par une question d'aprea 
laquelle on doit avoir y =s: 8* 

Pour verifier cette demiere assertion , il faut d'abord 
substituer 2 a la place de y, dans les Equations propo* 
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s^es , ce qui donne 

jr3+e#»+27x — 98ssO (a), 

*»+12;r — 28 = (b), 

equations qui doivent admettre la meme ralenr de x, 
81 celle qu'on a assignee poar y est vraie. Si Ton designo 
la valeur de x par a , il faudra , en vertu de ee qui a ete 
prouve numero 179, que T^quation (a) et T^quation (b) 
soient divisibles l*une et Tautre par jr — u; elles aa- 
ront done un diviseur commun dont jp — « doit faire 
partie ; et en effet , on trouve pour ce commun diviseur 
X — 2 (48) : on a done a = 2. Ainsi, la valeor y == 3 
convient a la question, et correspond a jrs=s 2« 

S'il restait quelque doute que le commun diviseur 
des equations (a) et (b) dut donner la valeur de s, on le 
leverait en observant que ces Equations reviennent a 

(ir» + njr+49) (jr — a)=0, 
{s+U) (x-2) = 0, 

d'ou il est visible qu'elles sont satisfaites lorsqae Ton jr 
met 2 pour x. 

190. Le moyen que je viens dHndiquer pour tronver 
la valeur de x, quand celle de y est connue, pent s'ap- 
pliquer immediatement a r^limination de x. 

£n effet , quand on op^re sur les equations (1) et (2), 
comme pour chercher si elles ont un commun diviseur 
en X, au lieu d*en trouver un , on arrive a un reste qui 
ne contien t pins que I'inconnue y et des nombres donnas ; 
et il est evident que si Ton y mettait a la place de y sa 
valeur 3, il devrait s'evanouir, puisque, par la mdme 
substitution, les equations (1) et (2) deviennent les 
^nations (a) et (b) , qui ont un commun diviseur. En 
egalant done ce reste a i^ro, on expriroera la condition 
qae doivent reroplir les valours de y, pour que les deux 
equations donnees puissent admettre en mAme temps 
une meme valeur pour x. 



V "n 
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Le tab]e<iii oi-joint contient Jes details de rop^raiion 
relative aux equations 

s^ + Zx»y + isy^ — 98 = , 
x^-\'kxy — 2y» — 10=0, 

qui m*ont occupy ^ans lenam^ro precedent : on troave, 
poor Je dernier divisenr, 

(9y> + 10) 4: — 2y^ — lOy — 98 ; 

et le reste ^tant eg;ale a z<$ro , donne 

48/+S48y4 — 1 960^3 +780y» — 29% — 4802 =^0, 

equation qui admet , outre la valeur y s=a 3, indiqu^e 
ci-dessu8 , toutes les autres valeurs de y dont la ques* 
tion proposee e&t susceptible , et qu'on nomme pour 
cette raison equation finale. 

Le reste ci-dessus etant annuls , I'avant-dernier reste 
devient le divisenr commun des equations proposees , 
en sorte qu*en Vegalant k z^ro, il donne la Taleur de x^ 
lorsqu'on y met celle de y . Sachant , par exemple , que 
y OSS 8, on mettra ce nombre dans la quantite 

(9y»+10) ,_2y3— 10y.-98, 

qu'on egatera ensuite a zdro, et il viendra I'equation du 
premier degr^ 

91x-^182e:0, d'oik ;r»:2. 

191. L'op^ration que je viens de faire sur dcs Equa- 
tions particulieres , pent s'appliquer egalement a des 
equations qnelconques , 

Oik la seconde inconnue est enyelopp^ dans les coeffi- 
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cieiw P, Q, etc., P^, Q'^ eto«; FeliiDuiatioD de Fiiicon- 
nue X t*effectaera eo cherchant, camine ci-de8siu,le 
plos grand diyit ear connnan anx premiers membres de 
ces ^qnationi , et en egalant a zero le resie independant 
de Of. 

he calcnl, en general atsez compliqne, peat, dans les 
cas particniiers, recevoir plasieurs simplifications utiles; 
mais le detail en serait trop long ponr m'j' arr^ter ici ; 
elles sent d'aillenrs assez faciles a troaver : je snpposerai 
done que, dans le cours de Toperation , on ne supprime 
ancun facteur en y qai serait commun a tons les termer 
d*an m^me reste , et je me bornerai a expliqner les r^- 
suUats qoi pourraient embarrasser. Premierement , il 
pent arriver que la Taleur de y rende nul de lui-m^me 
ravant-dernier reste ; alors le reste precedent , ou celui 
dans lequel or entre au second degre , deviendra le di* 
viseur commun des deux equations proposees* En y 
mettant la valeur de y^ et T^galant ensuite a zero , on 
aura une Equation du second degre en j: seul, dont les 
deux valeurs correspondront a la valeur connue de y* 
Si cette valeur rendait encore nul le reste du secofid 
degr^ , il faudrait recourir au precedent , ou x monte- 
rait au troisieme degr^ , parce qu'il serait , dans ce cas , 
le divjseur commun des deux equations propos6es; et 
la valeur de y correspondrait a trois valeurs de ^. E)q 
g^n^ral , il faudra remonter jusqu'a un reste qui ne 
s*aneantisse point par la substitution de la valeur de y. 

II peut encore arriver qu'on ne trouve pas de reate , 
ou bien que le reste ne renferme que des quantite3 
connues. 

Dans le premier cas , les deux Equations ont un divi- 
seur commun sans aucune determination de y; clles 
sont done de la forme 
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D etant le diviseur commun. II est visible iqa'oYi satis- 
fait a toates deux en meme temps , en faisant d*abord 
1>E= ; et cette Equation determinera Tane des incon- 
nues par I'autre , quand le facteur D les contiendra 
toates deux ; mais s*il ne renferroe que des quantites 
donnees et or^ cette inconnue sera d6terminee, et Tautre 
restera entierement indeterminde. Quant aux facteurs 
qui ne contiendraient pas x , on les obtiendrait d'aprds 
la remarque du n** 50. 
Si Ton fait ensuite 

conjointement , on se procurera encore deux equations 
qui pourront fournir des solutions determindes de la 
question propos^e. 
Soit,parexemple, 

(as-^hy — c) (mx+ny — rf) = 0, 
{a'jr+ b'y — e') (mx +ny — <Z) = ; 

en supposant d'abord nul le second facteur , commun 
aux deux Equations , on n'aura , entre les inconnues x 
et y, que la seule equation 

mx + ny — d[=:0, 

et sous ce point de vue , la question sera indeterminee ; 
mais en supprimant ce facteur , on tombera sur lea 
Equations 

ax+by — <?=0, a'x + h'y — c'==0, 

OU ax + by :=c, a'x+b'yz^c', 

et dans ce sens , la question sera determinee, piiisqu'oii» 
aura autant d*dquations que d'inconnues. / 

Dans le cas ou le reste ne contient que des quantites 
donnees , les deux equations proposdes sont contradic- 
toires ; car le diviseur commun qui etablitleur existence 
simultanee , ne peul avoir lieu que par une condition 



qa*il est impossible de remplir, puisqu'elle tombe sur 
des quantity donndss , et qa'elle pr^sente an r^oltat 
absnrde. Ge cas se rapporte a ce qo'on a vu n<» 68 poor 
les ikiaations do premier degre* 

IM. 11 est encore a propos d'^re prevena que les 
polynomes en y, par lesquels on mnltiplie les dividendes 
partiels , poar rendre les diyisions possibles , introdni- 
sent souvent dans le dernier reste des factenrs iStran* 
gers h la question , et qui font que oe reste n'en est pas 
la yeritable equation finale. Pour n*dtre pas indnit en 
erreur sur les valeurs de y qui proviennent de ces fac- 
tenrs 9 Tidee qui se presente d'abord est de substituer 
imniddiatement, dans les equations proposees, chaeune 
des valeurs que donne TeqUation en y seul , car toutes 
les valeurs qui font acqu^rir a ces equations un commnn 
divi^eur, appartiennent necessairement a la question , 
et les autres doivent dtre exclaes. On sent aussi que 
r^quation finale pourrait devenir incomplete si Ton 
supprimait , dans le pours du calcul , qnelque facteur 
en y; mais toutes ces circonstances, qui ont et^ discntees 
par M. Bret , dans le 15* cabier du Journal de VEcoU 
Poly technique J et par M. Lefebure de Foorcy, dansle 
n® S du 2' volume de la Correepondance sur la memo 
^cole , rendent pen commode dans la pratique Femploi 
dn precede indique ci-dessus , et doivent Ini faire pr^ 
ferer celui que je vais exposer , d'apres Enler, dans le 
numero suivant (*). 

(*) On peut ais^ment conclure de ce qui pr^c^de , que la re- 
cherche de i'^quation finale tir^e de deui Equations A deux 
inconnues , est , en s^n^^ ^^ » ^n probl^me d^termin^ ; nuiii la m^iiie 
equation finale peut r^pondre a une infinite de syst^mes d'^qua- 
tions ik deux inconnues. En renyersant le proc^d^ par lequel on 
obtient le plus grand commun diyiseur de deux quantit^s, il serait 
extr^mement facile de former a volont^ ces syst^mes ; mais cette 
question a trop peu d'usage dtins les Katheiiuitiques eli^mentaires, 
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• 193. Soient les deux equations 

en rcpresentant par x — « le factcur qui doit ^tre eora- 
mun a Tunc et a I'autre, lorsque y est determine con- 
. venablement , on pourra considerer la premiere comme 
le produit de x — «, par un facteur du dcuxieme de- 
gre, a:^ + p.r + q , et la seconde comrae le produit de 

jr — ct, y»ar un facteur du troisieme degrd 

.r^ -f- jo'x^ + q'x + r, p et q, p', q et r', etant'des 
cocfficiens indetermines : on aura done 

En eliminant le binome [x — «) comme une inconnue 

au premier degre (84) , on trouvera 

{x^ + Px^ 4- ^jr + /?) (j:3 + yi> 4. ^'jr -f r') = 
(j:4 + P'a:3 + Q'jr> + iR'a: + ^9') (jr^ + ;7jr + y). 

Ge resultat doit se verifier sans qu'il soit besoin d'assi- 
gner a x aucune valeur particuliere ; c*est ce qui ne 
pent arriver, a moins que le premier membre ne soit 
compose des uiemes termes que le second : il faudra 
donc^ apres avoir efFectueies multiplications indiquees, 
egaler entre eux les coefficiens que chaque puissance 
de X aura dans les deux membres , et on obtieudra 
ainsi les equations suivantes : 

P+/=P'+;,, Rp^^qcf^Pr^^==S' +R^p+Q'q, 
Q'\-Pp' + q=Q' + P'P'\'^, Rq'+Qr'^S'p + R'q, 
R 4. Qj/ + Pq' + r'=/i' -f Q'p + P'9, Rr'=^'q. 



pour s*y arnUer ici , etpour s'appesantir sur les remarques mimi- 
ileuses nuxqlielles elle pourrait donner lieu. Ge soot de ces objcts 
qn'il faui Inisser a In sagacite des lecteurs intelligens, qui ne man- 
<inenl jamais dc lestmnTer d>ux-iiri<^me«,,si qunlque circonstancM* 
Iriir «*n fait sentir le besoin. 

18 
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Gomme ces equations sont aa nombre de six, et qu'elles 
nerenfermentque cinq quantites ind<5Cerminees, savoir, 
P* ^* p'» y' ®' ^'9 ^" pourra chasser ces qaantites qui 
ne montent qu*aa premier degre, et arriver a une 
equation qui , ne renfermant plus que les quantites P, 
Q, R, P', Q', R' et iS^, exprimera une condition sans 
laquelle on ne pourrait sattsfaire a celles de la question, 
et sera par consequent Tequation finale* en y (*J. 

Si cette equation se trouvait identique, il s'ensuivrait 
queries equations proposees auraient au moins un fac- 
teor de la forme x — «e , quel que fut y ; et si au con- 
traire Teqaation finale ne comprenait que des quantites 
connues, les equations proposees seraient contradic- 
toires. 

Lorsque I'^quation finale pent avoir lieu , on obtient 
le facteur x — a, en divisant la premiere des equations 



(*) La methode d'Euler, exposee ici , reTient a multiplier cha- 
cune des equations proposees par un facteur dont les coefficiens 
soient indetermines , a egaler les ptoduits, et a disposer des 
coefficiens de mani^re que les termes affectes de Tinconnue x se 
detruisent entre eux. G'est ain^i qu'il I'a presentee dans son Intro- 
duction h V analyse des in finis. Ld, k d^signant I'exposant du 
degre des produits, celui des facteurs se trouTe k — m pour 
Tequation du degre m, et k — n pour celie du degr^ n. Le preniier 
terme de chacun de ces facteurs ayant I'unite pour coefficient, 
Tun contient k — m coefficiens indetermin^s , et Tautre A — n. 
La somme des produjits renferme un nombre k de termes affectes 
de X f mais il n'en faut d^truire que k — ], parce que celui qui 
contient la plus haute puissance de x, s'^vanouitpar lui-meme. 
II suit de la que le nombre total 2k — m-^ n des coefficiens 
ind^termines doit etre ^gal k k — 1 , et que par consequent 
A =m-}" n — 1 : on doit done multiplier I'equation du degre m 
par un facteur du degr^ n — 1 , celle du degre n paf un facteur 
du degr^ m -~ 1, et egaler les produits terme a terme, r^gle sem- 
blable a celle qu'on donne dans le texte. II est bon de remarquer 
que cette premiere methode d'£u1er contient le germe de celle que 
Bezout a developp^e dans sa Theorie des Equations nlgehriques. 
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proposees , par le polynome j:' + /?^ + g'; on trouve 
poor quotient 

et oil neglige le reste , paree qu'il doit necessairement 
elre nul , lorsqu'on y met pour y une valeur tiree de 
Tequation finale. £n egalant k z^ro le quotient ci-des- 
sus , on en tire 

et cette yaleur de x sera^connue, ou au moins expriniee 
en y, si Ton y remplaee p par sa valeur d^dui^e des 
equations du premier degre, formees plus haat. 

Cette meme expression prendra en general une 

forme fractionnaire, en sorle qu'on aura or = -j^, ou 

Nx — ^i r= ; et on voit alors que les valeurs de ^, 
qui feraient evanouir simultanement M et N, v^rifie- 
raient Tequation precedente, independaroment de x; 
cela viendrait de ce que , par ces valeurs , les deux 
equations proposees acquerraient un. faoteur commun - 
d'un degre plus ^leve que le premier. 11 ne serait pas 
difficile de remonter jusqu'aux conditions imm^diates 
qui indiquent cette circonstance ; mais de semblables 
details passent les bornes que je me silis prescrites dans 
ce Traite. 

194. Soient d'abord, pour exemple, les Equations 

les facteurs qui niultiplient x — a seront ici du premier 
degrd, on X + p ei .T + p' seulement : on aura done 

/?==0, /J'=0, *S"=0, y==0,9'=0,r' = 0, 

et il viendra 

P+;/ =/"+/. \ I p-p' =P~P\ 
Q ^ Ppf = Q''\- P'p, \ ou / />> -^ Pp'= Q'-Q', 
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Ori tirera les deux premieres equations , 

^_. lP-P')P-{Q-(/) 
y p—P' 

(P-P')P'-(Q^Q') 
P— P^P' 

substitnant dans la troisieme , il en resnltera 

[P-P') Q'P-iQ-Q') Q'={P-P')P'Q'-{Q-Q')Q, 

ou {P — P') (PQ' — QP') + (Q — Q'y = 0. 

MaintenanC , si , dans Teqaation 

x=p — P, 

on met poar/» sa Talear tronvee ci-dessus, on obticn- 
dra , comme dans 1e n** 1 88 , 

P-^P'' 

195. Afin de donner an leclear I'occasion des'exercer, 
j'indiqaerai les ealcnis a faire pour eliminer j: entre les 
deux equations 

Dans ee cas, on aura 

^'==0, r'= 0(193), 
et il vieodra ces cinq ^qnations : 

P +j>' =i>' +p, 

Q + Pp' + g' =Q' +P'p + 9. 
R + Qp'+ Pg' = R' + ^p+ P'q, 

Rp' + Qq' = R'p + Q'q , 

. Rq'=zR'q, 
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^ auxqueilefi je donnerai la forrae suivante : 

R'q^Rq'=0. 

On poarrait , par les regies du n° 88 , tirer immc- 
diatement do quatre quelconques de ces eqaations , les 
valears des inconnues p, p\ q et q* ; mais la simplicite 
de la premiere et de la derniere de ces m^mes equations, 
permet d'arrirer plus proraptement au r^sultat. Je fais, 
pour abreger, 

et je deduis ensuite de la premiere et de la derniere 
des equations proposees , 

p^p — e, 3' = -^; 

p'uis , substituant dans les trois autres et faisaot dispa- 
raitre le denoip>nateur R^ il vient 

(i>'— P) Rp ^ { R — R ) q=r, R [e' ^ Pe). . . (a) , 
(Q'^Q)Rp+(RP'^PR')q = R{e''--qe)... (b), 
(R' -^R)Rp + [RQ'^QR') q= — R-e.. (c). 

Si raaintenant on tire des equations (a) et (b) les va- 
leurs de ^ ct de q (88), ct qu'on y supprime le factcur 
R qui sera commun aux nunieratenrs et au d^nomina- 
tcur, on aura 

_ (e' — Pe) (RP'^PR^) ^ (R-^R') (e"-- Qe) 

^ ~ (P'—P) (RP'^PR') — (R—R*) (^'— Q) ' 
_ (P'-^ P) (e"-^ Qe) R^R{e''^Pe) jQ'-^ Q) 

^ ~ {P' — P) (RP'-^PR') — (R—R') (Q'— Q) ' 
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mettant ces raleurs dans r^aation (c) , on obtiendra 
nne equation finale, divisible par R et se reduisanj a 

(R'— R)l{e'^Pe) {RP'-PR')--^R-B^ i^—Q^)] 
— _ RbI{P'—P){RP'-PR']^{R-R') (Q'—Q)], 

ou il ne reste plus qu'a remplacer les lettres e , e', e", 
par les quantites qu'elles designent. 

196. Si Ton avait^ entre les trois inconnues :e, y ei z, 
un pareil nombre d'equations designees par(l), (2) et (S), 
et qa'on voulut determiner ces inconnues, on ponrrait 
combiner, par exemple , Tequation (1) avec (2) et avec 
(3) , ponr eliminer x , et cbasser en suite y des deux re- 
sultats qu*on anrait obtenns ; mais il faut observer que , 
par cette Elimination successive, les trois equations pro- 
posees ne conconrent pas de la meme maniere a former 
I'equation finale : I'Equation (t) est employee deux fois, 
tandis que (2) et (3) ne lesont qu*une ; et il arrive de \k 
que le resultat auquel on parvient, est complique d'un 
facteur Stranger a la question (84). BEsont , dans sa 
T/ieorie des Equations , » fait usage d'une m^tbode qui 
n'est point sujette a cet inconvenient , et par laquelle il 
prouve que le degre de Viqualionjinale , rSsultante de 
f elimination entre un nombre quelconque d'Squations 
completes f renfermant un pareil nonibre d'inconnues el 
de debris queleonques , est egal au produit des exposans 
quimarquent le degri de ces equations » On trouvera, dans 
le Complement de ce Traite, la demonstratioif elegante 
et courte que M. Poisson a donnee de cette proposition, 
qu^il est d'ailleurs fort'aise de verifier sur les equations^ 
finales rapportees dans les n^' 194 et 195. En supposant 
completes les equations pro[iosees dans ces nunieros , 
Tinconnue y entre au premier degre dans P et P\ an 
deuxieme dans Q et Q', au troisieme dans R et R^; il 
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s'ensuit que € sera du premier degre, e' du second , e" 
du troisi^me, et qup les termes du degre le plus eleve 
des produits indiqu^s dans I'^quation finale du n® 194, 
auront ppur exposant 4 , ou 2 .2 , et cenx de I'^quatien 
finale du n® 193 auront 9, ou 5.3. 

De la nseherche de* racines vonimenetirablee j et dee 
racinee igalee dee equal tone numer/quee, 

197. Apres avoir fait connaitre les principales pro- 
prietes des equations algebriques, et la maniere d*en 
eliminer les inconnues, lorsqn'il y en a plusieurs, je 
Taism'occuper dela resolation num^rique des equations 
a une seule inconnue , c*est-a-dire , de la recherche de 
leurs racines, lorSque leurs eoefficiens sont exprimes 
en nombres {*). 

Je commencerai par montrer que quand I'iqua/ion 
propoeie n'a pour coefficiene que dee nomhree entiere y et 
que celui de eon premier terme eet Vuniti ^ eee racinee 
rkellee ne eauraieni e'esprimer par deefmciione^ et ne 
peuvent Sire par coneiquent que dee nomhree entiere y ou 
dee nomhree ineommeneurablee. 

Pour le prouver, soit T^quation 

x" + Px"-^ 4- ^x«-» + To: +1/^=0, 

dans laquelle on substitue une fraction irreductible -, 

6 



{*) On u'a point , pour les degres auperieurs au quatri^me , de 
resolution g^n^rale ; il n'y a in^me, a proprement parler, que cells 
des Equations du second degrd , que I'on puisse regarder comma 
complete. Les expressions des racinas des Equations du troisieme 
et du quatri^me degr^ sont fort compUqu^es, sujettes a des 
exceptions, et beaucoup moins commodes dans la pratique, que 
' les proc^d^» que je vais donner ; on les trouverd d'ailleurs dans le 
Complement. 
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a la place de x; elle deviendra 

et en reduisant tuus ses termes au lueme denorainateur^ 
on aura 

an 4- Pa^-'ib + ^a«-«5' + Ta^-^ -J- Pi5« =s , 

ce qui revjent a 

a"-i'd{Pa''—^ + Qa"-^6 -f7fl*'«-2-f- £/>«-«) = 0- 

Le premier membre de cette derniere equation est 
forme de deux parties enti6res , dont i'une est diTisibie 
par 5, et I'autre ne Test pas (98), puisqu'on suppose la 

fraction ^ reduite a sa plus simple expression, ou que a 

et 3 4i*ont aucun diviseur commun : Tune de ces parties 
ne pent done detruire Tautre. 

198. C*est d'apr^ cette remarque qu*on a reconnu 
Tutilite de faire disparaitre les fractions d*une equation, 
ou de rendre ses coefficiens entiers, mais de maniere 
neanmoins que le .premier terme n'en acquieire point 
d'autre que Tunite ; et Ton y parrient enfaUant Vincon- 
nue prwposee egale a une nouvelle inconnue divisee par le 
produit de tout les denomifiateure de Vequation y puis en 
reduisant tous les termes au meme denominateur, par 
le procede du n*» 52. 

Soit pour exemple Tequation 

, ax"^ hx c 
x^ + — + - +-=±:0; 
ni n p 

y 

on prendra x ^^=^ — ^^ — , et mettant cette expression de x 

* mnp '^ 

dans Tequation proposee, on obtiendra 

y ay^ , h ,^ Q. 



ni^'n-'p'' nfffp- 



Vlfl 



/ 
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le diviseur du premier terme contenatit tous les facteurs 
des autres dWiseurs , on inuUipliera par ce diviseur , et 
onreduira ohaque terme a sa plus simple expression : on 
trouvera alors 

Quand les denominateurs m , n., p ont des diviseurs 
communs, il ne faUt diviser y que par le plus petit 
nombre qui pnisse se diviser en m6me temps par tous 
les denominateurs. Ges simplifications sont trop faciles 
a apercevoir, pour qu'il soit besoin de 8*y arreter; je 
me bornerai seulement a faire observer que si. tous les 
denominateurs etaient egaux k m, i\ sufBrait de faire 

Til 

L'equation propos^e , qui serait alors 



deviendrait 



et Ton aurait 



ax^ bx c ^ 
jf3+_ + _+~ — 0, 
tn m th 



m» m* m' w» 



y^-^^ay^ + bmy+cm^ =^=0< 



11 est visible que Vop^ration ci^dessus revient a multi- 
plier toutes les racines de la proposee par le nombre m , 

puisque «■ =s= -^ donne y = mx. 

199. Maintenant , puisque a etant la racine de Tequa- 
tion x'» + Pjr«-J + ^jr«-2 + Tx+ U= 0, on a 

U = ^a^ — Pa»-i— Qa«-> — 2a (179), 

il en resolte que a est necessairement un des diviseurs 
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da nombre entier U, et que , par consequent , lorsque 
ce nombre a peu de diviseurs, il saffira de les sabtttituer 
Buccessivement a la place de jt, daug Fequation pro- 
posee , pour reconnaitre srellea une racineen norabres 
entiers ou non; 

Si Ton a , par e^^emple , I'equation 

jp3 _ 6x^ + 27ar — S8 = 0, 
le liombre B8 n'ayant pour diviseurs que les nprnbres 

1, 2, 19, as, 

on les essaiera, tant positivement que negativement, et 
Ton trouvera que le seul nombre entier + 2 satisfait a 
I'equation proposee , ou que j: =: 2. On divisera ensnite 
I'equation proposee par j: — 2 ; egalant a zero le quo- 
tient , on formera Tequation 

dont les racines sout imaginaires ; et en resolvant celle- 
ci on trouvera que la proposee a trois racines , 



or = 2, ;r = 2 + »/— 15, Jr = 2 — >/— 18. 

200. Le procede que je viens d'indiquer pour de- 
convrir le nombre entier qui satisfait a une equation , 
devient impraticable lorsque le dernier terme de cette 
equation a beaucoup de diviseurs; mais I'equation 

f7= — o« — Pa«-' — ^a«-i — Ta 

fournit de nouvelles conditions qui abregent beaucoup 
le caloul. Afin de rendre la methode plus claire, je pren- 
drai , comme exemple , I'equation 

a designant toujours la racine , on aura 
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d'ou Ton tirera 

S 

- z= — jR — Oa — P(P — a'. 

a ^ 

S 
On voit d'abord, par cette derniere equation, que 

doit etre un nombre entier. 

Passant ensaite R dans 1e second raembre , il viendia 

a ^ 

S 
faisant, pour abreger, — [-R === R', et divisant les deux 

a 

membres de I'equation 

iJ? = — ^a_i>a> — a' 
par a, on aura 

a ^ 

d*ou I'on conclura que — doit encore etre un norabre 

entier. 

Passant Q dans le premier membre, faisant 

R' 

— t-^=Q', puis divisant les deux membres par a, 

on obtiendra 

a 

O' 
d'ou Ton conclura que — doit etre un nombre entier. 

^ a 

Passant enfin P dans le premier membre , faisant 

■^4- P = jp', et divisant par a , on aura 
a 

a 



\ 



f 



qa*il eft impossible de remplir, puisqu'elle tombe sur 
des quantites donnees , et qa'elle pr^tente an r<baltat 
abinrde. Ce cas se rapporte a ce qu*0D a tu ii<^ 68 poor 
lea equations da premier degre. 

192. 11 est encore k propos d'etre prevena qoe lea 
polynomes en y, par lesquels on mnltiplie les dividendea 
partiels , poor rendre les dirisions possibles , introdoi- 
sent souvent dans le dernier reste des factears ^tran* 
gers h la question , et qui font que ce reste n'en est pas 
la y Writable equation finale. Pour n'dtre pas indnit en 
erreur sur les valeurs de y qui proviennent de ces fac- 
teurs , ridee qui se pr^sente d'abord est de substituer 
imm^diatement, dans les Equations proposees, chacune 
des valeurs que donne TeqUation en y seul , car toutea 
lea valeurs qui font acqu^rir a ces equations un commun 
divj^eur, appartiennent n^cessairement a la question , 
et les autres doivent ^tre exclaes. On sent aussi que 
r^quation finale pourrait devenir incomplete si Ton 
supprimait , dans ie cours da calcul, qaelque facteur 
en y; mais toutes ces circonstances, qui ont et^ discuteea 
par M. Bret , dans le 15* cabier du Journal de VEcoh 
P oly technique ^ et par M. Lefdbure de Foarcy, dansle 
n® Z du 2* volume de la Correspondance sur la m^me 
^cole , rendent pea commode dans la pratique I'emploi 
du precede indique ci-dessus , et doivent lui faire prrf* 
ferer celui que je vais exposer , d'apres Eoler, dans le 
num^ro suivant (*). 

(*) On peut ais^ment conclure de ce qui pr^c^de , que la re- 
cherche de r^qnation finale tir^e de deux Equation! A deux 
inconnues , est , en ^^n^ral , un probl^me d^termin^ j nudf U mftrae 
equation finale peut r^pondre A une infinity de syst^mes d'^qua- 
tions A deux inconnues. En renversant le proc^d^ par lequel op 
obtient le plus grand commun diviseur de deux quantit^s , il serait 
extr^mement facile de former a volont^ ces syst^mes ; mats eette 
question a trop peu d'usage dans les Mathematiques el^mentaires, 
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• 19d. Soient les deux equations 

jr^ + Par" + ^^ + iR = 0, 

en rcpresentaiit par x — « le factcur qui doit ^fre com- 
mun a Tunc et a I'autre, lorsque y est determine con- 
. venablement , on pourra considerer la premiere eonmie 
le produit de x — «, par un facteur du deuxieme de- 
gre, x^ -{- px '\' q f et la seconde comme le produit de 

X — *, par un facteur du troisieme degrd 

x^ -{- p'x"^ + q'x 4- r, p et q,p', q et r', etant'des 
cocfficiens indetermlnes : on aura done 

x^ + Px^ -f Qx + /?=(JF — a) (JT* +/?X + J-) , 

;r4 + P'x'^ J^Q'x^^ R'x + S'^x^u) (x^ +/?'ar^ -f qx + r*) . 

En eliminant le binome {x — «) comme une inconnue 
au premier degre (84) , on trouvera 

(x^ + Px^ -{- Qx-^R) [x^ + ;?'i' + q'x -f r') = 

GeresuUat doit se verifier sans quil soit besoin d'assi- 
gner a x aucune yaleur particuliere ; c'est ce qui ne 
pent arriver, a moins que le premier membre ne soit 
compose des uiemes termes que le second : il faudra 
donc^ apres avoir eflTcctueies multiplications indiquees, 
egaler entrc eux les coefficiens que chaque puissance 
de X aura dans les deux membres , et on obtieudra 
ainsi les equations suivantes : 

P^p'=P'^p, Rp' -i- Qq' -^ Pr'=S' ^R'p+Q'q, 
Q'^Pp' + q=^Q''^P'p'^q. Rq+Qr'^^'p^R'q, 

R + Qp + Pq' + r'^K Jt Q'p + P'9, /^r'=yy , 



pour s'y arreter ici , et pour s'appesantir sur les remarqucs minu- 
tieuses Ruxqbelles elle pourrait donner lieu. Ge sont de ces objcts 
qii'il fail! Inisser a In sagacite des lecteurs intcUigens, qui ne man- 
<|nent jamais dc lefjtmuver d'pux-inAinRs,,si quelque circonstancx^* 
Irur rn fait sentir le besoin. 

i8 
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* 

precedente le coefficient — 20 qui niultiplie x (c'est la 

S 
ligne des quantites /?' = — |-jR). 

La qaatrieme ligne contient les quotiens de chaqae 
nombre de la precedente par le diviseur qai lui cor- 

pond |c'«st la ligne des quantites — ]. On a neglige 

dans cette ligne tous les nouibres qui n'etaient pas 
en tiers. 

La cinquieme ligne resulte des nombres ecrits dans 
la prec^ente , ajoutes avec le nombre 2S qui multiplie 
x^ (cette ligne comprend les quantites Q'). 

La sixieme ligne contient les quotiens des nombres 
de la precedente par le diriseur qui leur correspond 

/ elle renferme les quantites -^] . 

La septieme comprend les sommes -des nombres ^ie 
la prec^ente et du coefficient — 9 qui multiplie x^ (on 

y trouve les quantites -S-^pj. 

La buitieme enfin s'obtient en divisant cbacun des 
nombres de la precedente par le diviseur correspondant 

\^ c'est la ligne de — ) ; et comme on ne trouve — I que 

dans la colonne marquee + 5, on en conclut que Tequa- 
tion proposde n'a qu'une racine commensurable, savoir 
H- S ; en sorte qu'elle est divisible par jt -j- 3 (*)• 

On peut omettre dans le tableau les diviseurs + 1 et 
— 1, que Ton eprouve plus facilement par leur substi- 
tution immediate dans Tequation proposee. 

202. Soit encore, pour example, Tequatiou 

\ 

■ ■■ ■■-■ ■ U I , , I Mi— .J^ I 

(*) Enformant le quotient d'apr^s la note precedente, on trouve 

:r3 1. 6ir2 4. 5* — 5. 
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Apres s'etre assure que les nombres + I et — I ne 
satisfont point a cette equation , on formera , d*apr68 les 
regies precedentes , le tableau ci-dessoos , en observant 
que Ic lernje multiplie par x, manquant a cette equa- 
tion , il dott ctre cense avoir pour coefficient ; il faut 
done supprimer la troisi^me ligne , et deduire imme- 
diatenient la quatrieme de la seconde. 

+36,+18,+12,+9,+6,+4,+ 3,+ 2,- 2,- 3,-4,-6,-9,^12,-18,-36, 
+ 1,+ 2,+ 3,+4,+6,+9,+l2,+18,~18,-12,-9,-6,-~4,~ 3,- 2,- 1, 

+1, + 4,4- 9,+ 9,+ 4, +1, 
— 6, — 3,+ 2,+ 2,— 3, — 6, 
^1. - 1,+ 1,- l,+ I, +1, 

a, 0, * 0. 

On trouve dans oet example trois nombres qui satis- ' 
font a toutes les conditions, savoir : -|- 6, + 3 et — 2 ; 
on obtient par consequent , eu meme temps , les trois 
racines dont Tequation proposee est susceptible, et Ton 
reconnait qu'elle est le produit des trois facteurs sim- 
ples X — 6,jr — Setjr + 2, 

20S. II est bon d*observer qu'il y a des equations 
Htterales qui se transforment sur-le-cbarap en equations 
numeriques. 

Si Ton avail , par exerople, 

y3 + 2/?y' — S?>/^'y + 14/>3 =0 , 

en faisant y^s=zpx, il viendrait. 

p^x^ + 2f>^x' — ZZp^x + 1 4/>5 «= , 

resultat divisible par p^, et qui se reduit a 

^3 ^ 2.r' — Ux + U = 0. 

Le diviseur commensurable de cette derniere equa- 
tion etant ar -f 7, et donnant 4: =— 7, on aura 
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L'eqaation en y est de celles que Ton appelle equa- 
tion* homogeneity parce quVn fnisant abstraction des 
coeffieiens numeriques , chacun de ses terraes renferme 
]e m^me nombre de facteurs (*). 

204. Lorsqii'on connait une des raoines d'une equa- 
tion^ on peut prendre pour inconnile la difference entre 
cette racine et Tune quel con que des autres ; on parvient 
par ce moyen a une equation d*un degre moindre que 
la proposee, et qui jouit de plusieurs. proprietes remar- 
quables. 

Soit I'equation generale 

et soient a, h^Cy dy etc., ses racines; en y substitnant 
a + y au lieu de x, et developpant les puissances , on a 

mint — 1) \ 

a"' +»ia'"— >y -f - a"*— y + ,.. + y'» ' 

■fPa'^'-' + (m-^l)Pfl"»-^y + ^'"''^^^j''^"^^^ Pa^-V-f... 
+ Ra'^-^ + (m—S) iRa"'-4y + (^Iz5K^Ili)/J„m-5y » 4. . . . 

+ r/ 

resultat dont ia premiere colonne, seiublable a I'equa- 
tion proposee, s*evanouit d'eile-menie, puisque a est 



(*) Les lecteurs qui voiidraient plus de derails sur la recherche 
des diviseurs cnmmensurnhles des equations, les trouveront dans 
la lir partie defi El^meits rVAIghhre de Clairaut. Ce Geom^tre s'est 
occi^pe des equationri lilleriilcs aussi bien que des equations nu- 
meriques. 
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une des racines de cette operation : on pent done 
supprimer cette colonne , et diviser enBuUe par y tons 
les termes restans ; il vient alora 

m(m—-\) \ 

ma^- ' + — ^-a a'^-^tf + . . . + y"'-' \ 

+ (i«— 1) Pa'«-» + i ^ 'Pa^'-^y-k- . . . 

+ (m— 2) Oa'w-S 4. ^ a -i. Qa'«-4y + . . . )=0. 

• V n / ('W 3) (712— 4) -, - . 



+ 2r 

Cette equation aura yisiblement pour sea m — 1 racines, 
y = ^ — a, y=<? — «> y = ^ — *» etc. 
Je la representerai par 

^ + jy + y^gy' +y«-' = (rf), 

en faisant , pour abr^ger, 

ma""-^ '\-{m—'l)Pa""-^'{'{m — ^)Qa"'—^.. . .+ T:=,A, 

etc., 

et je designerai par f^ Fexpression 

a"" + Pa'"-' + ^a'w-a + Ta+ U. 

^05. Si Tequation proposee a deux racines egales , 
si Ton a , par exemple , az=sb , Tune des valeurs de y, 
savoir, 6 — a, deviendra nulla : il faudra done [que 
I'equation (d) soit satisfaite en y faisant y=:0; or cette 
bypothese fait evanouir tous les termes, exqepte le 

'9 
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ternie tout connu A : ce dernier doit dono etre nul par 
lai-meme ; la Taleur de a doit done satisfaire en meme 
temps aux deux equations 

r=Q et ^==0. 

Quand la proposee aura trois racines egales a a, 
savoir, fl = ^a=<?, deux des raeines de I'equation (<^) 
deviendrorit nulles en meme temps, savoir, h — a et 
c — a; dans ce cas, Tequation (d) sera divisible deux 
fois de suite par y — (179) ou y; or c'est ce qui ne 
pent arriver que quand les coefficiens A GiB sont nuls : 
il faut done que la valeur de a sntisfasse en meme temps 
aux trois equations 

r=o, ^=0, ^=0. 

En poursuivant ces raisonnemens, on verra que lors* 
que la proposee aura quatre racines egales , Tequation 
(d) aura trois racines egales a zero , ou sera divisible 
trois fois de suite par y, ce qui exige que les coefficiens 
A, B et Csoient nuls en meme temps, et que la valeur 
de a salisfasse par consequent a la fois aux quatre 
equations * 

F=zO, A = 0, ^=0, C=0. 



Non-setilement on peut, par ce moyen , reconnailre 
si une racine donnee a se trouve plusieurs fois parmi 
celles de Tequation proposee ; mais on en deduit encore 
un procede pour s'assurer si cette equation a dos ra- 
cines repetees dont on ignore la valeur. 

Pour cela , il faul observer que dans le cas ou Ton a 
y^ = 0, ou 

ma»"-^ + (m-^'i) Pa'"-^- +(wt— 2) Qa"^r^ . . . + r=0, 

on peut rcgarder a comme la racine de Tequation 
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« designant alors ane inconnue quelconque ; et paisque 
a se tronve auissi la racine de Tequadon F'ssO, ou 

x»' + Psp^-^ + etc; = , 

il suit du n® 189, que jr— a est un facteur coramun 
aux deux equations ci-dessus. 

Changeant de m^me a en ;r dans les quantites B, 
C, etc., le binome x — a deviendra pareillement fac- 
teur des nouvelles equations i? =: 0, C= 0, etc., si la 
racine a annule les quantites primitives B, C, etc. 

Ce que Ton vient de dire pour la racine a convien- 
drait egalement a toute autre racine qui serait rep^tee 
plusieurs fois; ainsi, en cherchant, par la methode du 
plus grand commun divisenr, les facteurs communs 
aux equations 

r=0, '^ = 0, ^==0, C=0,etc., 

ces facteurs donneront les racines egales de la proposi^e, 
dans Tordre suivaut. 

Les facteurs communs aux deux premiere^^equations 
seulement, sont des facteurs doubles de la propos^e, 
c*est-a-dire que si Ton trouve pour commun diviseur 
entre ^^= et y^ = , une expression de la forme 
(jr — a) (jr — <?) , par exemple, Tinconnue :t aura deux 
yaleurs egales a «, et deux autres egales a^, ou la pro- 
posee^aura ces quatre facteurs ; 

Les facteurs communs a la fois aux trois premieres 
des equations ci-dessus , indiquent des facteurs triples 
dans la proposee ; c'est-a-dire que si les premiers sont 
de la forme {x — «) {x — ^), par exemple, les seconds 
seront de celle-ci : {x — u)^ {x — C)'. Jl est facile de 
pousser ces considerations aussi loin qu'on voudra. 
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206. II est a propos de remarqner qne Feqaation 
y^ = , qai , par le chang^ement de a en x, devient 

7nx"'—^ + (m—l) Pjt'"— » + (m— 2) Qx""-^ + 7=0, 

se deduit iramediatement de l*equalion P^= , ou de 
la proposee 

en ninltipliant chacun des termes de cette demiere par 
I'exposant de la puissance de x qu'il renferme , et di- 
minuant ensuite cet exposant d'une unite ; sur quoi il 
faut observer que le terme U, etant equivalent a i7xx% 
doit s'aneantir dans cette operation, ou il se trouveraal- 
tiplie par 0. L'equation j&z=0 se tire de ^ =s 0, comme 
>^ = se tire de r=0] C= se tire de i?=0, 
comme celle-ci se tire de ^ = , et ainsi de suite (*), 

207. Pour eclaircir ceci par un exemple, je prendrai 
l'equation 

x^ — lSx4 + 67x3 _ 171^, ^ 216j, __ 108 = 0; 
Tequation ^ =s devient , dans ce cas , 

5x4 — 52x3 + 20ix»— 342x + 216 = 0; 
son diviseur commun avec la proposee est 

x' — 8x»+21x— 18. 

Ce diviseur etant du troisi^me degre, doit renfermer 
lui-m6me plusieurs factenrs ; il faut done cbercber s'il 



(*) On coDclurait facilement de ce qui precede , que le diviseur 
commun entre les Equations F= Oet A = 0, contient les facteurs 
^gaux , eleves a une puissance moindre d'une unite que dans la 
proposee, mais la connaissance de cette proposition n^etant pas 
n^cessaire pour ce qui suit, je I'ai renvoyee au Complemenlf oi'i 
pile est prouTee d'une mani^re qui me parait asset simple. 
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n*en aurait pas de communs avec rcquatlon ^ == 0, qui 
est ici 

20:^3 _ 156^, ^ 402j: — S-42 = ; 

et on troiive en effet pour resiiltat x — S : done la pro- 
posee a trois racines egales a 3, ou admet [x — Zy au 
nombre de ses facteiirs. Divisant alors le premier divi- 
seur commun par x — S autant de fois de suite qu'il 
est possible , c'est-a-dire deux fois, on trouve x — 2. Ce 
diviseur n*etant coramun qu'a I'equation proposee et a 
Tequation ^=0, n'entre que deux fois dans la pro- 
posee. On voit enfin que cette equation est equiva- 
lente a 

(x— 2)3 (or — 2)»=:0. 

■ • 

208. L'equation {d), qui donne les differences entre 
la racine h et chacune des autres , lorsqu'on y met h 
pour, a, les differences entre la racine c et chacune des 
autres, lorsqu'on y met ^ pour a, etc., ne changeant 
point de forme par ces diverses substitutions , et conser- 
vant les memes coefficiens ainsi que la prop<>see , pent 
etre generalisee de maniere a renfermer toutes les dif- 
ferences des racines combinees deux a deux. Pour oclu 
il suffit d'en eliminer a au moyen de T^quation 

car le resuUat ne dependant que des coefficiens , et ne 
conservant aucune trace de la racine qu'on a conside- 
ree en particulier, conviendra egalement a toutes. 

II est visible que Tequation finale doit s^elever au 
degre m (m — 1) ; car ses racines 

a — b, a — c, a — d, etc., 

b — a, h — c, h — d, etc., 

c — a, c — hy c — d, etc., 
etc., 
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sent en inline nombre que les perinatations qu'on peat 
former en arrnngennt, deux a deux, les m Icttres a^h, 
c, etc. De plus, puisqueles quantites 

a — hei 6 — a, a — c ei e — a, h — e ete^ — ^, etc., 

ne different que par le signe , les racines de Tequation 
seront egales deux a deux , abstraction faite da signe , 
en sorte que quand on aura y sea , on aura en m^e 
temps y = — a. II r^sulte de la que cette equation ne 
doit renfermer que des termes ou Tiuconnue monte a 
un degre pair ; car son premier membre doit etre le 
produit d'un certain nombre de facteurs du second 
degre de la forme 

y> — «» = (y— d) (y + a) (184) : 

elle sera done elle-meme de la forme 

y4« ^ j^y^"-* + 9y*«— 4 + /y> + tt = 0.^ 

En faisant y "> = z; , on la changera en 

«« -Hl^s"— ' + qtn—% ^ /x ^ ^2-5 Q . 

et rinconhue z etant le quarre de y, aura pour valeurs 
les quarres des differences des racines de la proposee. 

II est a propos de reraarquer que les differences enlre 
les racines reelles de la proposee , etant necessairement 
reelles , leurs quarres seront positifs , et que par conse- 
quent Tequation en z n'aura que des racines positiye», 
si la proposee n*en a que de reelles. 

Soit pour exemple Tequation 

JT^ — 7j: + 7 = ; 
et en y faisant jt = a + y , on aura 

a^ + tM^y + 3ay=» + y^ 
^la — ly ^ =- 0. 

+ 7 
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En sapprimant les tennes a^ — la-^l^ dont Feuseiublo 
est nul, d'apres Feqiiation proposee, et divisaDtle reste 
par y , il viendra 

climinant a entre cette ^quntion et requatioii 

a3_.7a + 7=0, 
on aara 

y6 -^ ^2y4 4. Mly» -^ 49=«: ; 

faisant t = y% il viendra 

209. La substitution de a + y> an lieu de x, dans 
Tequation 

jr'« + Pdr^-' + (^ar"«-a + £/' = (204), 

s*emploie aiissi quelquefois pour faire disparaitre un 
des termes de cette equation. On ordonne alors le r6- 
sultat par rapport aux puiesanoes de y qui remplace 
Tinconnue ir, et on regarde la quantite a comma une 
seconde inconnue , qu*ou determine en egalant a zero 
le coefficient du terrae qu'on veut faire disparaitre; on 
a , de cette maniere , 

mint — 1) 
yw + may'"— ' H — -^ — - a^y^—^ + a*" 

+ Py^-^ H- (m — l)Pay'"-^ + Pa"*—^ 

Si le ternic qu'on veut 6ter est le second, ou celui 
qui est affecte de y"'- ' , on fait wio + P=0, d'ou Ton tire 

P 

c = . Subsliluant cette valeur dans le resultat , 

in 
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ii ne reste que les termes affectes de 

y^, y"*~^, j/^~^ , etc. 

11 sqU de la, qa^onjait eoanouir U second terme d'une 
equcLHofiy en tvhstifuant a Vinconnue de eette equation 
une nouvelle ineonnue^ a laquelle on joint le coefficient 
du second terme prie avec un signe contraire a celtU dont 
il est affeetiy et diviee par Vexpoeant du premier terme, 

Soit , pour exemple , Teqaation 

jr' + Oar* — ^ + 4 = 0; 
la i*egle donne 

x = y — f = y — 2, 

et substituant , il viendra 

y^ — 6y' + I2y — 8 

+ 6y> — 24y + 24 ,^^ 
- 8y+ 6 ^ 
+ 4 
ce qai se reduit a 

y'— 15y + 26 = 0, 

ou le terme affecte de y' n'entre plas. On ferait dispa- 
raitre le troisieme terine (affecte de y^~'), en egalant 
a zero I'assemblage des qaantites qai le multiplient, 
c'est-a*dire en posatit Teqaation 

H^l^I^a- + (m - I) />a + Q := 0. 

En soivant eette marche, on reconnaitra sans peine 
que revanouissement du qnatrieme terme depend d*nne 
Equation du troisieme degr^ , et ainsi de snite juBqu'au 
dernier, qn'on ne pent faire eyanouir qu*en posant 
Fequation 

o'" + Pa*--' + ^a«'-a + ?7= , 

absolument semblablc a la proposee. 
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La raison dc cette resseinblance est aisee k decou- 
Trir. £galer a z6to le dernier terme de Fequation en i/, 
c'est snpposer que Tune des valeors de cetle ineonnae 
est zero; et si Ton fait cette hypothese dans I'equation 
ar = y + a, il en r^sulte x=a; c'est-a-dire *que dans 
ce cas la qnantite a est neces^airement nne des valeurs 
de jr. 

210. On a qnelquefois besoin de decomposer une 
equation en facteurs d*un degre sup^neur an premier; 
je ne sanrais exposer ici en detail les diyers precedes 
que Ton pent employer a cet effet ; je donnerai seule- 
ment un exemple de cette recherche. 

Soit Teqaation 

or*— 24jr5+ 12ar»— llx + 7 =0, 

dont il faut determiner les facteurs dn troisieme degre ; 
je represente Vun de ces facteurs par 

or' + px^ + qs + r, 

les coe^ciens p, q et r ^tant indetermin^s. lis doivent 
6tre tels, que le premier membrede Fequation propp- 
s^e soit exactement divisible par le facteur 

jr' 4" p^^ "¥ q^ +^9 

independamment d*aucune valeur de x^ mais en faisant 
actuellement la division, on trouve , pour reste , 

— (;?3— 2jpjr— 24/? + r — 12)*' 

— (P^9 — P'^ — ?* — 243' + ll)jr 
— {p'^r'—qr — 2*r — 7), 

expression qui s'annulerait d'elle - meme , et ind^pen- 
damment de x^ si Ton y mettait pour les lettres py q^ 
et Vj les valeurs qui conviennent a I'etat de la question : 



298 iUKiNs 

oil aura it done alors 

p^ — ^pq — 24/? + r — 12=0, 

p}q — pr — q^ — ^kq +11=0, 

p^r — qr — 2-5r — 7=0. 

Ges trots equations renferment les conditions neces* 
saires pour determiner les inconnues py q, et r; et 
c*est. a leur resolution que se reduit la question pro- 
posee. 

De la resolution par approximation des equations 

numiriquee, 

211. Apres avoir epuise la recherche des diviseurs 
cominensuvables , il faut recourir aux methodes d*ap- 
proximation, qui reposent sur le principe sniyant : 

Lorequon a trouve deux quantitee quij euhstituees dane 
une equation a la place de VinconnuCy donnent deux re^ 
eultats de eignes contrairesy on doit en conclure qu^une 
dee racinee de Vequation propoeee eet comprise entre ces 
deux quantitks y et est par consequent r6elle, 

Soit, pour exemple, Tequation 

j:3 — 18x^ + 74?— 1=0; 

si Ton substitue successivement 2 et 20 a la place de Xy 
le premier membre, au lieu de se reduire a zero, devient 
^gal k — 31 dans le premier cas, a + 2039 dans le 
second, et il suit de la que cette equation a une racine 
reelle comprise entre 2 et 20 , c'est-a-dire plus grande 
que 2 ct moindre que 20. 

Gommej'aurai souvent besoin d'eiftprimer cette re- 
lation , j'emploierai les signes ^ et <^ dont se servent 
les algebristes pour marquer Tinegalit^ de deux gran* 
dcurs , en platan t la plus grande des deux quantites 
dcvant Touverture du signe, et Tautre a la pointe: 



J*ecrirai, en conseqaence, 

j: ^ 2, pour X plus grand que 2, 
a: <[ 20, pour x plus petit que 20. 

Cela pose , pour prouver Fassertion precedente , on 
peut raisonocr comma 11 suit. £n reunissant d*un c6te 
les termes positifs de Tequation proposee, et de Tautre 
les termes negatifs , on a ^ 

qnantite qui s*est trouvee negative ^lorsqu'on a fait 
0^=2, parce que, dans cette hypothese, 

et qui est deTenue positive lorsqu'on a fait or =20, 
parce qu'alors 

de plus il est visible que les quantites 

x^ + Ix et ISor' + 1 

augmentent toutes deux , lorsqu'on donne a x des va> 
leurs de plus en plus grandes, et qu'en prenant ces 
valours aussi procbes les unes des autres qu'on voudra* 
on pourra faire croitre les quantites proposees par des 
degres die telle petitesse qu'on le jugera a propos. Mais- 
puisque la premiere des quantites ci-dessus , d*abord 
plus petite que la seconde , est devenue cnsuite plu& 
grande , il est evident qu'elle a un accroissemcnt plu& 
rapide que Fautre , au moyen duquel elle compense 
Fexces que cette derniere avait sur elle , et la depasse 
ensuite : il y a done un moment ou ces deux quantites 
sont egales. 

La valeur de x^ quelle qu'elle soit (tnais dont Fexis- 
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tence vienl d'etre prouvee j, qai rend 

donnant 

^s + Tx — (13x' + l)=0, 

OU *' — 13j:» + 7jr — 1 =0, 

est necessaireinent la racine de Tequation proposee. 
Ce qu'on vient de Toir sur i'equation particaliere 

jr3— 13jr» + 7x— 1 = 0, 

peut s'appliquer a une equation quelconqae, dontje 
designerai la somnie des termes positifs par P,^ et celle 
des termes negatifs par iV. Soil a la yaleur de x qui a 
doDne un resultat negatif, et b celle qui en a donne an 
positif ; ces deux cireonstances n'ont pu avoir lieu que 
paree que , par la premiere substitution , on avait 
-P <^ TV, et par la seoonde P ^ N : P ayant done de- 
passe N, on en conclura, comme ci-dessus, qu'il existe 
une valeur de x comprise entre a et ^, qui donne 
P=IV[*). 



(*) Les roifionnemens ci-dessus, reg^ardes en general commc assez 
evidens, ont re^u de M. Encootre des developpemens utiles, que 
je crois devoir rapporter ici pour les lecteurs qui d^sireraient des 
preuves plus detaitl^es. 

lo Voici comment on peut s^assurer de la possibilite de faire 
prendre des accroissemens aussi petits qu'on le voudra, aux poly* 

nomes P et N. Soit P = aa:"* + €x"^ + cTr?, m itant le plus 

haut exposant de x ,- si Ton y met a -[-y slu lieu de x, ce polynome 
prendra la forme 

^+Sy + (^'/ + 7'rs 

les coefficiens A, B, Cf...T eiani en nombre fini et de valeur finie ; 
le premier termci^sera la valeur qu&prend le polynome P, lorsque 
.r = a .- le reste 

Btf+ CyK . . . + Tijm=:y (Z? + Cy. . . . + Ty*"-) 
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Le raisonnement ci-dessus exigfe que lea Taleurs qu'on 
donne a x soient toutes deux positives ou toutes deux 
negatives; car lorsqu'elles out des signes difierena, celle 
qui est negative fait changer de signe les lermes de T^-* 
quation proposee , qui contiennent des puissances im- 
paires de a: , et par consequent les expressions P ei N 
ne sont pas coaiposees de la meme nianiere dans une 
substitution et dans Tautre. Gette difficulte disparait en 



sera la quantite doot ce meme polynome s'accroit quand On 
augmente de y, la valeur a:z=za. Gala pose, si S designe le pliijs 
grand des coefficiens B, C,...' T, on aura 

B+Cy.... + ry'»-i<5( 1 +y. . . . +y'»-' ) : 
or 

1— y 

done 

et par consequent raccroissement du polynome P sera plus petit 

Sy ( 1 v— y"^ \ 
qu'une quantite donnee quelconque c, si I'on rend — ^ 1 — i 

moindre que cette quantite ; or c'est a quoi I'on parviendra en 

faisant ^ — i— =:c, parce qu'alors, y = ^ , , etant <^ 1 , la quantite 

Sy{^ — y"*) f , . -^y Sy"*+^ , . . , 

— 1 — :, egale a - — --^ ; sera necessairement moindre 

1— y ," 1— y I— y 

que la quantite c, dont rien ne limite la petitesse. 

2o Si I'on.d^slgne par h raccroissement du polynome P, par k 

celui du polynome N, le changement qui en r^sultcra dans la Taleur 

de leur difference sera h — A, et pourra etre rendu plus petit qu'une 

quantity donnee , en rendant plus petit que cette meme quantite 

raccroissement qui est le plus grand des deux : on pourra done, 

dans I'intervalle de Ar=:a a :t^ = &, faire changer par des quantites 

aussi petites qu'on voudra, la difference des polynomes P et N; 

et puisqu'elle passo du negatif au positif dans cet intervalle;, elle 

s'approchera necessairement de zero d'aussi pr^s qu'on voudra. 

(Voyez les Annales de Math^matiques pures et appliqiieesy pu- 

bliees par M. Gergonne^ t. IV, pag. 210.) 



faisant jr = 0; par la Tequation proposee se rdduit a 
§on dernier terme , qui se troave n^cessairement de 
•isne contraire a celui dn resaltat de la premiere oa 
dela secondesabstitution.Soit, par exemple, Tequation 

dont le premier membre, lorsqu'on y fait 

/ 
jr=a — I et Jr = 2, 

devient 4* 12 et — 45. En supposant :p«s=0, il se reduit 
a — 3 : les deux sabstitutions 

a*s=0 et jr = — 1 

donnent done deux resultats de signes contraires ; roais 
en mettant — y au lieu de x , Tequation proposee se 
change en 

y4 + ^y^ — Zy- + 15y— 8=0, 

et Ton a 

/>=y4 + 2y3+16y, iV==:3y» + S, 

d'ou 

P <iNy lorsque y =;= 0, 
P^ Ny lorsque y s=: 1 . 

On peut done raisonner dans le cas actuel comme dans 
le precedent, et en conclure que Fcquation en y a une 
racine r^elle comprise entre et -|- 1 ; d'ou il suit que 
celle de Tequation en x se trouve entre et — I , et par 
consequent entre -|- 2 et — 1 . 

La proposition que j'ai enoncee nc pouvant presenter 
que des cas qui^rentrcnt^dans Tun ou Tautre de ceux 
que je viens d'examiner, est sufiisamment prouvee. 

212. Avant dialler plus loin, je ferai remarquer que, 
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quels que sofent le degre d'une Squaiton et ses cosfficieng^ 
on peut toujours assigner un nomhre qui y euhgtitue a 
rinconnuey rende le premier terme superieur a la eomme 
de tous les autres. On sent d'abord la verite dc cette 
assertion , pour peu qu'on ait observe la raarche que 
saivent les accroissemens des ^iverses' puissances d'un 
nombre plus grand que Tunite (126), puisque parmi ccs 
puissances, la plus clevee surpasse d*autant plus celles 
qui lui sont inferieures , que le nombre dont il s'agit 
est plus considerable, en sortc que rien ne limite Fexces 
de la pjremiere sur chacune des autres ; de plus, voici 
comment on peut trouver un nombre qui reraplisse la 
condition enonc^e* 

II est visible que le cas le plus defavorable sera it celui 
oi!i Ton rend rait tous los coefficiens de Tequation egaux 
au plus grand, c*est*a-dire, si au lieu de 

on prenait 

^w 4- iSlr'«— » + Sx"^-^ ^ Sx -^S, 

S designant le plus fort des coefficiens P^Q,.. ..TyU, 
La difference entre le premier terme et la somme de 
tous les autrea etant alors 

j.m — S{ j:"'— » 4- a:'"-2 + 1 ) J 

on remarquera que 

j.m-1 4. j^-a ^ 1== i-(l^^)5 

X—— 1 

et par cette expression , on cbangera la precedente en 

Six'" — I) Sx'^ S 

jpm — .-J — ' ou en X"' 7 4" — r- 

X — 1 x:—l X — 1 



Si Ton met ensuite M au lieu de x^ il viendpa 



J»/— 1^ M—V 
quantite qii'on rendra positive, si Ton fait 



M'» z=: 



i)i— r 



car si Ton divise cheque membre de cette Equation par 
M"*^ on aura 

l=^j^^j, d'ouilf=*S'+l. 

En substituant done , au lieu de x, le plus grand des 
coefficiens de Tequation , augiuente de Funite , on ren- 
dra le premier terme plus fort que la somme de tous 
les autres, et par consequent son signe determinera 
celui du resultat de la substitution. 

Le nombre M pourrait 6tre plus petit ^ si Ton ne 
Youlait que rend re la par tie positive de I'equation pro- 
posee plus grande que la partie negative ; car il suffirait, 
pour cela , de rendre le premier terme sup^ricur a la 
somme que donneraient tous les autres , quand meme 
lenrs coefficiens seraient egaux, non pas au plus grand 
de tous , mais seulement au plus grand des coefficiens 
negatifs : on n'aurait done qa'a prendre pour M ce 
coefficient augmente de Tunite (*). 

11 suit de la que les racines positives de Tequafion 
proposee sont necessairement • comprises entre et 
^+1. 



(*) On trouve, dans la Resolution des equations numSriques,psir 
Lagrange , dee formules qui donneut des limites plus resserrees ; 
mais ce que j'ai dit ci-dessus suffit pour rendre independantes de 
la consideration de I'infini , les propositions fondamentales do la 
resolution des equations. 
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On peat aussi decouvrir, par le m^ine moyen , une 
limite des racines negatives ; il faut poar cela substituer 
— y au lieu de x , dans r^quation proposee , et faire 
1 en sorte de rendro le premier terme positif , 8*il devient 
n^gatif (178). II est evident , par cette transformation , 
que les yaleurs positives de y r^pondent aux yaleurs 
negatives de jr , et reoiproqueroent. Si R est le plus 
grand coefficient n^gatif apr^s ce changcment, R + \ 
sera une limite des valeurs positives de y; par (Conse- 
quent — R — 1 sera celle des valeurs negatives de x* 
Enfin si Ton voulait obtenir pour la plus petite des 
racines une limite plus approohante que zdro, on y 

parviendrait en substituant - & la place de x dans 

Tequation proposee, et en preparant la traosformee 
en y, comme on Fa present dans le n® 178« Les valeurs 
de y 6tant inverses de celles de x, la plus grande des 
premieres correspondrait a la plus petite des secondes , 
et r^ciproquement. Si done t^^ 4* 1 designait la limite 
superieure des valeurs de y, ou qu'on edt 



ee qui donnerait 



y<*P+ 1, 






il en resulterait successivement 

En effet, il est facile de voir qu'on pent, sans trou* 
bier Tordre de grandeur de deux quantit^s s^parees par 
des signes ^ el ^, les multiplier ou les divisor par une 
mdme quantite, et qu'on pent anssi ajouter ou soustraire 
la mdme quanti(<$ de cbaque c6t^ de ees signes > qui 
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joaissent a cet egard des mSmes propridtes qae le signe 
d*egalit^. 

213. II suit de ce qui precede, qae totUe iqtiation 
ie degre impair a necessairement une racine reelle d'un 
tigne contraire h celui de Mon dernier terme ; cdr si I'on 
prend le nombre M tel , que le sigae de la quantite 

M"'^ P3I"'-^ + QM^—^ + TMdz U 

ne d^pende que de celui de son premier terme 3f^y 
rexposant m etant impair, le terme M"*^ sera de m6me 
signe que le nombre M (128). Gela pose, si le dernier 
terme ?7 a le signe + , et qu'on fasse jp = — M, on 
aura un r^sultat de signe contraire a celui que donne la 
supposition de x 2= ; d'ou Ton Toit que la proposee a 
nne racine entre et — M, c'est-a-dire negative. Si 
le dernier terme C/"a le signe — , on fait alors s=+Jk!; 
il Tient un r^sultat de signe contraire a celui qui cor-* 
respond a la supposition de j: = ; et dans ce cas , la 
racine se tronve entre et + M, c'est-a-dire positive. 

214. Lorsque Tequatlon proposee est d'un degr6 
pair, le premiei; terme M»* restant positif, quelque signe 
qu*on donne a M, on ne pent s'assurer, par ce qui pre- 
cede , de Texistence d'une racine reelle , si le dernier 
terme a le signe +? pui^que, soit qu'on fasse ar = 0, 
ou X = d= M, on a toujours un r^sultat positif; mais 
quand ce terme est negatif , on trouve, en faisant 

trois resultats affect^s respectivement des signes + , 
-*— et + , et par consequent Fequation proposee a au 
moins deux racines rdell.es dans ce cas, Tune positive , 
comprise entre M et 0, Tautre negative , comprise entre 
Q «t -— i^v done touiB equation de d^r^ pair, donf le 
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dernier terme est nigatify a au tnaine detur racines reellee^ 
Vune pdaitive et V autre negative, 

218. Je viens maintenant a la resolution des equa- 
tions par approximation , et afin de rendre plus clair 
ce que j'ai a dire sur ce sujet , je prends d*abord un 
exemple. Soit I'equation 

son plus grand coefficient n^gatif ^tant -— 4 , il suit du 
n« 212 que sa plus grande racine positive sera moindre 
que 5. En 7 substituant — y au lieu de x, elle derient 

y4 + 4y5+8y + 27 = 0; 

et ce resultat, ayant tons ses termes positifs, raoatre 
que y doit etre negatif , d'oii il suit qtfe s est necessai- 
rement positif , et que I'equation proposee- ne saurait 
avoir de racines negatives : les racines rtfelles sont done 
comprises entre et + 8. 

La premiere methode qui se pr^sente ^our parvenir 
a des limites plus approch^s , consiste a supposer suc- 
cessivement 

ars=l, jr=3:2, ar=x3, jr=^4; 

et si deux de ces nombres , substitues dans. I'equation 
propos^e , donnent des r^sultats de signes contraires , 
its seront de nouvdles limites des racines. Or, en 
faisant 

X = 1 , son premier merobre devient + 21 , 

ar = 2 + 6, 

x = Z — 9, 

x = 4 +15: 

on voit done que cette equation a deux racines r^elles, 



Fane comprise entre 3 et 3 « et Tautre entre i el 4* Pour 
approcher encore plus de 4a premiere , on prendra le 
milieu entre les deux nombres qui la renferment , .ce 
qui donnera 2,5 (Arithm. 129) : on supposera ensuit^ 
J- == 2,5 : le r^sultat de cette substitution , qui est 

+ 39,0625 — 62,5 — 7,5 + 27 = — 8,9875, 

fait voir, puisqn^il estn^gatif^ que la racine cherchee 
est entre.2 et 2)5. Prenant le milieu de ces deux nombres, 
il Tiendra 2,25; en se bornant a x = 2,3, on aura la 
racine cherchtfe, a moins d'un dixieme pres de sa valeur, 
et on en approcbera tres rapidement par le precede 
suirant, du a Newton. 

On fera jt = 2,3 + y; il est evident que I'inconnue y 
ne sera qn'une petite fraction dont on pourra n^liger 
le quarr^ et lea' puissances superieures : on aura de 
cette mani^re 

,4= (2,3)4+ 4(2,3)V, 
^ 4x3 = -4(2,3)'- 12 (2,3)^y. 
— 3r =—3(2,3) — 3y; 

par ces substitutions , Tecpiation proposee deviendra 

— 0,5839— 17,812y=0, 

et donnera 

0,5839 



y — — 



17,812' 



Dans cette premiere operation , on n'ira pas au-dela des 
centiimes ; et il en resultera 

y =— 0,03 et X = 2,8 — 0,08 = 2,27, 

Pour obtenir une nouvelle valeur dc x plus exacte que 
la precedente, on supposera x = 2,27 + y'; ti en sub* 



•titaant dans I'^qnatiun propose, on ne (iendra oompte 
que des premieres puissances do y. On tronrera 

— 0,04iS9S3B9 — 18,046.4d8y'= , 
d'od 

y 18,0W«8 - '''""^^ ' 

et par consequent ^ =: 2,2675. On pent, en continuant 
ceproc^e, approcher aussi pr^s qu'on voudra de la 
vraie valeur de or. 

La seconde racine r^elle, comprise entre 8 et 4, cal* 
culee de cette maniere , sera 

x = 4,6797, 

en 8*arr&tant a la quatrieme deciniale. 

216* On appreoiera Texactitude de la m^thode que je 
viens d'exposer, en cherchant la limite des yaleurs des 
termes qu'on neglige. 

Si Tequation proposee ^tait 

jrw + i>drm-i +^jrw— a... + Tor + i7==0, 

la substitution de a + y^ 0ti lieu de s , donnerait pour 
r^sultat le premier de ceux que j*ai trouv^ dans le 
n** 204, parce que a n'etant pas la racine de Tequation, 
mais seulement une Taleur approch^e de or; ne rend pas 
nuUe la quantity 

En reprAMUtant cette demi^repar F', on aura , au lieu 
de r^quation (i) du n* cit6 , la suivante , 
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de laquelle on Urera 

jy^^r-^r^^^y^ -jr, 

_ r By* Cy^ y^ 

En negligeant les puissances de y, superieures a la 
premiere , on s'arrdte a 





r 




•t rerrenr est 






By* 


\A.tA 


-5 



Si a ne differe de la yraie yaleur de x que d*une 
qaantite moindre que - a, Terreur oi-dessns deviendra 
moindre que le nombre qn'on obtiendrait en y mettant 
-. a an lien de y, oe qni donnerait 

B /aV C ra\^ l^ /ax'" 

~T:tA\p)~TTJA\p) ~ A \p) ' 

Eli calculant cette quantite , on s'assurera si elle pent 

^tre n^ligee vis«a-Tis de--^;et si on la trouvait trop 

considerable pour cela , il faudrait cbercber pour a un 
nombre plus pres de la vraie valeur de x» 

An reste , lorsqu'on a calcule plusieurs des nombres 
y, y\ y"y etc., et que les resultats obtenus forment une 
suite dtoroissante, I'approximation ne saurait ^tre 
douteuse. 

217. La methode dont je viens de faire usage, est 



connue sous le nom de Mithode des Substitutions suc'^ 
cessives. Lagrange Fa considerablement perfectionnde* 
(Voyez la Risolution des Equations numiriques,) II a 
d'abord remarqu^ qu'en ne substituant que des nombres 
entiers , on ponvait passer au-dela de plusieurs racines 
sans les apercevoir. En effet , si Ton ayait, par exeinple, 
Tdqaation » 

(:r-|) (x-i) (x-a)(x-4)=0, 

et qu*on substituat , au lieu de ir^Ies nombres 0, 1,2, 
2, etc., on passerait au-dela des racines \^i\ sans en 
reconnaitre Fexistence, car on aura it 

(O-i) (0-i) (0-S) (0-^4) = + ixix3x4, 
(1-i) (1-i) (1-^8) (l-4)== + ixix2xa. 

r^sultats de m^nie signe. II est facile de voir que cette 
circonstance. tient a ce que la substitution de 1 au lieu 
de Xf fait changer en m6me temps de signe aux deux 
facteurs x — j et x — 7, qui, de negatifs qu*ils ^taient, 
lorsqu'on mettait a la place de or ^ ^ deviennent tous 
deux positifs ; mais si Ton eiit remplac^ x par un nombre 
compris entre j et •> , le facteur x — ^ seul aurait 
cbang^ de signe , et on aurait obtena an resultat n^- ' 
gatif. 

' On tonibera n^cessairement sur un pareil nombre en 
snbstitoant, an lieu de x^ des nombres dont la diffe- 
rence soit rooindre que celle des racines 7 et ^. Si par 
exemple oh fait les substitutions 797, fi f 9 7 ? ^^^*) ^^ 
trouvera deux cbangemens de signe* 

On pourrait objector a Vexemple ci-dessus , que lors- 
qu'on a fait disparaitre les coefficiens fractionnaire^ 
d'une Equation , elle ne pent avoir pour racines que des 
nombres entiers ou irrationnels, et non pas des fractions^ 
mais il est facile da voir que les nombres irrationnels^ 
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qu'on a remplaees ioi par des fractions , poor plus de 
simplicity , peavent diflUrer de moins qae Fanite. 

En general, les r6saltats serotit de meme signe ioiites 
lea fois que let substitutions changeront le signe d*un 
nombre pair'de facteurs (^). Pour obvier a oet incoiiv^ 
nient, il faot mettre ehtre les nombres i snbstitaer, 
depuis la plus petite limite jusqu'a la plus grande , une 
difference moindre que la plus petite des differences que 
peuvent avoir entre elles les racines reelles de Fequation 
proposee; par ee moyen les substitutions tomberont 
necessairement entre les racines consecutives ^ et ne 
feront changer de signe qu'a un seul facteur {**)• Cette 
operation n'exige pas qu*on connaisse la plus petite 
difference des racines reelles, mais seulement qu'on 
ait une limite au-dessous de laquelle elle ne saurait 
tomber. 

Pour se procurer cette limite , on forraera Fequaiion 
au quarre des differences des racines (208), 



Soit 



It 

cette equation ; pour obtenir la plus petite limite de ses 
racines, on fera «»= - (212)| et il viendra 

V 

;; + /» ^iTTT + ? ^;;i:i • • • • + 'i + •* =0« 



(*) n ii'«st dooG pas possible de d^couvrir par oe proc^d^ les 
raotaes e((ales, lorsqu'eUes sonteii nombre pair; maia alori od 
emploie celui du n^ 205. 

(**) On ne tient pas compte ici des racines imaginaires , parce 
qu'elles sent toujours en nombre pair et se groupent, deux i deux, 
en facteurs r^elsdu second degr^, qui ne changent point de signe. 
(fuelque Taleur qu'on donne A x, (Voy. le Complement) 
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ou , en reduitant tous les Hermes «a ni6ine denominA^ 
teor. 

1 +pv + qv^ + tv^-^ + uV* = 0, 

puis en degageant v^, 

x^ + -»«-«... +^ !>» + -» + -==0: 
u u u u 

ei si - designe le plas grand coefficient negatif de cette 

mm 

equation , on aura ■ 

-+1 
u 

II- ne faut considerer ici que la liinite posttivo , la seule 
qui se rapporte aux racmes r^elles de la proposee. 

Connaissant la limite 



u 



u 

nioindre que le quarre de la plus petite difference des 
racines de la proposee, on en extraira If^ racine quarree, 
ou du moins on prendra le nombre rationnel immedia^ 
tement au-dessous de cette racine ; ce nombre , que je 
d^signerai par- Ae, marquera Tinteryalle qu'il faudra 
raettre entre chacun des nombres a snbstituer. On for- 
mera ainsi les deux suites 

0, + *, + 2A, + Zk, etc., 
— k, — 2A, — 3k, etc., 

desqiielles on ne prendra qud les termes coniprb entre 
les limites de la plus petite et de la plus grande des 
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racioes positiyes , et eatre celles de la pins petite et de 
la plus grande das racines negatives de Teqiiation pro- 
posee. Les changemens de signe qu'offrira la serie des 
resultats obtenns par la sabstitation de chacan de ces 
nombres a la place de x, dans I'cquation propos^e , ma* 
nifesteront ses diverses racines r^elles , soit positives , 
soit negatives, 

218. Soit poar exemple T^uation 

^3_7j. + 7_0, 

qui m'a conduit , dans le n* 208 , a Tequation 
-f3_42«« + 44U — 49 = 0; 

en faisant z:=^-f et en ordonnant , par rapport a v, le 
r^sultat de cette substitution , on a 

42 1 



d'ou Ton tire 



•<iO,*>l: 



il faudra done prendre A = ou <^ . . On satisferait a 

cette condition en prenant A = j ; mais il snffit de 

1 

supposer ^ = ^ ; car en mettant 9 a la place de v^ dans 

Tequation precedente, on obtient un resuUat positif , et 

qui ne pent devenir que plus grand lorsqu*on donnera 

a V une valeur plus considerable , puisque les termes v^ 

42 1 

et 9ti' se ddtruisent ddji, et que -r^ v Temporte sur -t^. 
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La plus grande limite des racines positives de Tequa- 
lion proposee 

est' 8 , et oelle des racines negatives est — 8 ; on aura 
done a substituer pour x les nombres 



12 8 4 24 

V V 3' 8' • ' T' 

12 8 4 24 



x' 



On peut ^viter les fractions en faisant x = -^ : car 

alors les differences entre les valeurs de x'seront triples 
de celles qui se trouvent entre les valeurs de x, et sur- 
passeront par consequent I'unite : il n'y aura plus qu'a 
substituer successivement 

0, 1, 2, 8, 2^, 

-1,-4,-8, -J4, 

dans I'equation 

y3 — 63jr' + 189 = 0. 

Les signes des resultats changeront de +4 a +^9 de +llr 
a +8, etde — 9a-^ 10, en sorte qa*on aura les va- 
leurs positives 

) d'ou \ K ft 

*'>8et<8j j'>3et<|; 

et la valeur negative de x' tombant entre — 9 et — 10, 

celle de x sera entre — ^ et r-. 

o 3 
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Gonnaissant maintenaiDt les diverses racines de I'^qua- 
lion propos^e , a moins de j pros , on pourrait en ap- 
procher davantage, comme dans le numero 215. 

219. Ge qu*on a pratique sur Texemple du b? 21 S et 
8ur celai du numero precedent , s*appliquera a une 
equation d'un degre quelconque , et fera connaitre les 
valeurs approch^es de toutes les racines r^ellesde cette 
equation. On ne saurait disconvenir neanmoins que le 
calcnl ne devienne penible, lorsque I'^quation proposee 
s'^leve un peu haut ; mais dans beaucoup de cas il ne 
sera pas n^cessaire d'avoir recours a Fequation (D), ou 
bien on y suppleera par des moyens que F^tude des 
branches ult^rieures de I'Analyse fora connaitre (*). 

Je ferai remarquer cependant que les substitutions 
successives des nombres 0, 1, 2, S, etc., a la place des, 
offrent souvent des indices suffisans pour faire squp9on« 
ner Vexistence des racines dontia difference estmoindre 
que Funite. Dans Texemplc qui m'occupe, eiles don- 
nent les resultats 

+ 7, +1, +1, +1S, 

qui redeviennent croissans apr^s avoir decru de + 7 ii 
4- 1 • Gette marcbe retrograde porte naturellement k 
croire qu'entre les deux nombres + ^ et -f 2 , il tombe 
deuic racines, ou egales, ou presque egales* Poor 
verifier ce soupcon, il faut multiplier I'inconnne. £n 



(*) On peut voir aussi , dans le Traiie de la Resolution des 
Equations numeriques , une m^thode tr^s elegante donn^e par 
Lagrange , pour ^viter Templol de Tequaiion (Z>). B'autres g^o- 
metres ont encore enrichi ce sujet de precedes ingenieux , 
mais qui ne ntb paraissent pas non plus devoir eatKer dans les 
elemens. 
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V 

faisant ;r = -^i on trouve 

y3 _ 700 y + 7000 = 0, 

^qaation qui a denx facines positives, Fane entre 13 et 
14 , et Taatre entre 16 et 17. 

Le nombre des tatonnemens ndoessaires pour decou* 
vrir ces racioes, n'est pas tres grand ; car ce u'est qu'en- 
tre 10 et 20 qu'il faut chercher y; et les valeurs de 
cette inconnue ^tant determinees en nombres entiera , 
on en conclut celles de jr , & un dixi^me d'unit^ pres. 

220. Lorsque les ooefficiens de T^quation que Ton se 
propose de resoudre , sont des nombres tres conside- 
rables , il est commode de la transformer en une autre . 
dontles qoefficiens soient resserr^ dans des limitesplas 
etroites. Si Ton avait , par exemple', * 

*4 — 80*^ + 1998ar» — UMlx + 8000 = 0, 

. on ferait x s=s lOz ; il yiendrait 

^4— 8*3 + 19,98z» — U,987z + 0,8 «= 0. 

Dans ce resultat , on se contenterait d'abord de prendre 
les nombres entiers qui approchent le plus des ooeffi- 
ciens , et Ton aurait ainsi 

• 

-,4 — 8«3 + 20i» — 18ic+ 0,8 =0. 

On trouverait sans peine que x- a deux yaleurs r^elles 
comprises entre et 1 , entre 1 et 2 , d'ou il suit que 
Celles de la proposee sont entre et 10, et entre 10 et 
20 ; mais on ne doit regarder ceci que comme une in- 
dication qu'il faut verifier; car il pent arriver qu'un 
petit changement dans les coefficiens d'une Equation 
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rende imaginaires des raciiies qai ^taient d*abord relies, 
et reciproquement. 

Je ne parlerai point ici de la recherche das racines 
imaginaires, parce qu'elle repose sur des principes dont 
Texposition me menerait trop loin ; je la renvoie au 
CompUment de ce Traite. 

221. Lagrange a donne aux snbstitations successives 
une forme qui a Tavantage de faire connaitre imm^ia- 
teraent a chaqud operation de combien oti s'est appro- 
che. de la vraie racine , et qni n'exige pas qu*on en ait 
d*abord la valeur a raoins d'un dixi^me pr^s. 

Je represente par a le nombre entier immddiatement 
au-dessous de la racine cherchee ; il ne faudra , poar 
obtenir cette racine , qu'augmenter a d'une fractiqn : 

on anra done jr s= a + -• L'equation en y qui resultera 

y 

de la substitution de cette yaleur dans la propos^e, aura 
necessairement une racine plus grande que Tunite; 
nommant h le nombre isntier imm^diatement au-dessous 
de cette^racine, ilviendra, pour seconde approximation, 

a: = a -f- -.. Mais^ n'etant, par rapport a y, que ce 

qu'est a par rapport a ;r, on pourra, dans I'^quation 

eny» faire y = d -f- - , et y' sera necessairement plus 

grand que Tunite ; nommant 1/ le nombre entier imme- 
diatement au-dessous de la racine de Feqnation en y\ 
on anra 

.1 ^^^ + 1 

reraettant cette yaleur dans celle de or, il en resultera 



'=''+'wqrf' 
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pour la troisieme valeur approchee de x. On en trouyera 

une quatrieme en faisant y'=d' + -7, ; car si 5'' d^signe 

le nombre entier immediatement au-dessous de y"^ on 
aara 






d'ou 



_ h ^' b&'6" + ^f + b 

_ 6'h* + 1 

"^ — '''*' bd'6^' + 6^f + b' 

et ainsi de suite, 

222. Je vais appliquer cette methode a {'equation 

^5 — 7^ + 7 = 0. 

On a di}k Tu (218) que la plus petite des.racines posi- 
tives de cette Equation etait entre j et j , c'est-a-dire 

entre 1 et 2; je ferai done s = 1 + -, et j*aurai 

j,3_4ya4.3y+ ll=:0. 

• 

La limite des racines positives de cette derniere est 5; et 
en substituant successivement 0, 1, 2, 3, 4 au lieu de y, 
on reconnaitra bientdt qu'elle a deux racines plus 
grandes que I'unite, savoir, une entre 1 et 2 ,' ^ Tautre 
entre 2 et 3 : il en resultera done 

* = 1 + | et ar=l + ^, 
c*est-a*dire, 

ar = 2 et x = |- 

Ces deux valeurs correspondent a cellos que j'ai trou- 
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Tees entre t ei |, entre ^ et |, et qui ne different pas 
d*une unite. 

Pour porter plus loin le degr^ d^exactitude de la pre- 
miere y qui repond a y =a 1 , on fera 

ct Ton aura 

On ne trouvera 9 cette equation qu*une seule racine 
plus grande que lunite, et comprise entre 2 et S, ce 
qui donnera 

d'od * = 1+1=4, 

Sapposant ensaite jf'assi+ —,ilea resnltera 

on trouvera y" entre 4 et 5 , et prenant la plus petite 
limite 4 , il Tiendra , 

y' = a+i, y = l + i=V, *=l+iV=TT- 

Rien n'est plus facile que de poursuiyre ce precede , en 
faisant v" = 4 + --rr, et ainsi de suite. 

Je reviens maintenant a la seconde valeur de x, que 
j*ai trouTee egalea|, par une premiere approxima- 
tion , et qui repond A y =^s 2 , je fais y = 2 + *~^i et je 

substitue dans T^quation en y; j'aurai, apres avoir 
change les signes pour rendre le premier terme positif , 

y' + y'»~-V-l = 0, 



Gette equation n'aura , comme sa correspondante dans 
roperation ci-dessus, qu'une racine qui sarpasse Vunite^ 
savoir , entre 1 et 2 ; et prenant ^=: 1 ^ il en r^sultera 



Posant encore 



«) A 



il viendra 

< 
yft^^^yfl^ ^AyN 1=0, 

equation qui donne y^' entre k et 5, et dW il suit par 
eon;sequent 

y=T. y=T' ^=74- 

Ponr aller au-dela , on fera y" = 4 4- --- , et ainsi de 

y"' 

suite. 

L'eqnation x^ — 7j: + 7=0 a aussi une racine ne- 
gative comprise entre — 5 et — -4. Pour en approcher 

1 

davantage , on fera x= — S ; cequi donnera 

y 
y3 — 20y^ — 9y— 1 = 0, y>20et <21, 

d'oii il resujtera 

•* «* ao ao« 

En poussant plus loin, on supposeray=20+ — ,etcr, 

y 

et Ton obiiendra suceessivement des yaleurs de plus en 
plus exactes. 

Les differentes transformees en y, y', y", e4c.^ n'au- 
ront jamais qu'une racine plus grande que I'unite, tant 
que deux ou un plus grand nombre de racines de la 

21 
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proposee ne seront pas comprises entre les mdmes 
limited aei a + 1; mais qaand cette circonstance aura 
lieu , comme on Ta vu dans Texeniple ci - dessus , on 
trouvera dans quelques-unesdes equations en y, y', etc., 
plusieurs valeurs plus grandes que Tunite , desquelles 
partiront les suites d*equations qui feront connaitre en 
particulier les diverses racines que la proposee a entre 
les liraites aeia •{- 1. 

Le lecteur pourra s'exercer encore sur T^quation 

^3_^2 — 5 = 0, 

dont la racine reelle tombe entre 2 et S ; il trouvera 
pour les valeurs enticres de y, y', etc., 

10, 1, 1,2, 1, 3, 1, 1, 12, etc., 
et pour les valeurs approchees de a: , 

•^ 3_i^ 2_3 44 » » I I SS 5^6 73 i i 8o7 » 6 4 ' 5 
i» io9ii9 2i9 53» 74'a75'849' 6a4' 7a»7' 

Des proportions el des progressions, 

223. On a vu, dans UArithmetique, la definition et les 
proprietes fondamentales de la proportion et de Vequi- 
dijjcrencej c'est-a-dire de ce qu'on appclait ]r proportion 
(/eo?nefriqtie et la proportion arithmetique ^ j'appliquerai 
ici TAlgebre a ces notions, et j'arriverai par ce nioyen a 
quelques resultats qui sont d'un usage frequent dans la 
Geometrie. 

Je comniencerai par faire observer que Tequidiffe- 
rence et la proportion peuvent s'exprimer par des 
equations. Soient A, B, C, D, les quatre lermes de la 
premiere, a, b, c, d, ceux de la seconde 5 on aura 

B^A^D-^C{Arit1im, 127), - = - [Arithm. Ill), 



equalions qui doivent Stre regard^s comme leqaiva- 
leotes aux expressions 

et qui donnent 

A+D^B^C, ad=:be, 

IL suit de la que, dans Vequidifference, la somme des ter*- 
mes exirSmes egale celle dea termes moyens, et que, dans 
la proportion , le produit des termes extremes est ' igal h 
celui des termes moyens, ainsi qu'on I'a Vu dans TArith^ 
metique (127, 115), par des raisonneraens dont 4es 
equations ci-dessus ne sont que la traduction. 

Les propositions rdciproques des pr^cedentes se de^ 
montrent facilement ; car, des Equations 

on revient sur-le-champ a 



B^A^B^C, 



h _d 



et par consequent ^ lorsque quatre qttantitis sont telles , 
que deux d*entre elles donnetit la mime somnte ou le mime 
produit que les deux autres, les premihres sont les moyens 
et les secondes les extrimes ( ou reciproquement ) d'une 
equidiffirenee ou d^une proportion. 

Quandj& = (!7, Tequidifference est dite continue; il 
en est de m^me de la proportion quand ^=^, et Ton a 

c'est-a-dire que, dans une equidiffirence continue , la 
somme des extrimes est egale au double du tnoyen^ et que, 
dans une proportion continue , le produit des extrimes 



osl egal au quarrh du mayen» On tire de la 

la quantitc B est le milieu ( ou la moyonne proportion^ 
nelle arilhmeiique) cntre A et Z?, ct la quantite h la 
moyenne proporlionnelle (geometrique) entre a et d, 
Les equations fondaiucntales 

B-A=:^D-C, -=^, 



a ^ 



conduisent encore aux suivantes : 



C—A = D—B, ^=\; 

a b 

cc qui fait voir que Ton pent, dans les expressions 
A.B : CD ,a:b::c:dy changer les moyens de place, 
et en deduire A.C : B,D, a : c i: b : d» En general, on 
pourra faire toutes les transpositions de termes qui 
s*accorderont avec les equations 

A + D^=B'\'C et ad=hc. {Arilhm. lU.) 

Je laisserai maintenant de c6te Tequidifference, pour 
nc m*occuper que de la proportion. 

^%\. On pent , aux deux* membres de Tequation 
= -, ajouter ou retrancher une meme quantite wi, 

en sorte qu'on aura 

6 d, 

-zizm=-dzm: 
a c 

rcdnisant les termes de chaque racmbre au meme dc- 
nominntcur, il viendra 

h db ma d db vw 

a c 
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equation qu'on pent mettre soud la forme 

c dzkz Me 

et qui revient a cette proportion : 

b ± ma I d zfc mc wa: c ; 

et Gomme -=^9 on aura pareillement 

• 

ddbmc d 
b±ma b 
ou bdzma: ddzmciib : d. 

Ges deux proportions peavent s'enoncer ainsi, : Le pre- 
mier consigiuenty plus ou mains un certain nombre defois 
son antecedent y est au second consiquent y plus ou moins 
le n>ime nombre defois son antSeSdent, comme le premier 
terme est au troisihme , ou comme le second est au qua- 
trihtie. 

En comparant separement las sommes entre elles et 
les differences entre elles, on aura 

d'\-mc e d — mc e 

b ^ ma a' b — ma a' 

d*ou Ton conclura 

d + 7ne d — mc 
b 4- ma b — . ma ' 

c'est-a-dire 

b'^ma : d'{-mc::b — maid — mc, 

ou bien, en cliangeant les moyeus de place, 
b-^-ma : b — ma :: d+'mc : d — mc ; 



M I 
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et si Ton £ait »»= 1, on aura sealement 



.»z. 



ce qui s enoDce ainsi : 

La somme des deux premiers iermee eei a leur dif- 
ference eomme la eemrne dee deux demiere eei a leur 
difference* 

225. La proportion aihiic zd poarant s'ecrire ainsi, 

» 

azcv.hi dy 



on aura 


- "31 tn z=s. — 2t: m. 
a 


d'od 


c db ma d db mh 


a ^ h ' 


et enfin 





cdzmazddzmbiiaz 5 OVL ::czdy 

d'ou il resulte que le second antecedent ^ plus ou Tnoins 
un certain nombre defois le premier , est au second 
consequent y plus ou tnoins le mSme nombre de fois le 
premier J comjne Vun quelconque des antecedens est a son 
consdquent, 

Gette proposition pent aussi se conclure immediate- 
raent de celle da numero precedent ; car en changeant 
de place les moyens dans la proportion primitive 

a : b :: c z dy 

puis en lui appliquant la proposition citee , on a sue- 
cessivement 

a z c :: b z d, 
cdzmaz ddbmby.a z b ou::czd, 

et en rendant pour cette derniere, aux leltres a, b, c^ d. 



]a denomination qu'elles ont dans la proportion primi- 
tive, on a Fenonce precedent. 

Faisant m = l, on en tirera les proportions particu- 
lieres 

cdza : ddbb ::a : b 
:ic: d, 
c + a : c — a:: d-^- b : d, — b ; 

ce qui veut dire que la somme ou la difference des ante- 
cedens est a la somme ou a la differerice des consequens , 
comme un antecedent est a son consequent , et que la 
somme des anticedens est a leur difference comme la somme 
des consequens est a leur difference » 

En general, soit une suite de fractions egales, 

L—l.—L—h:,— 

a c e g * ' 

ct quon lasse -=:^^ on aura 

~=?,7=^,y=^.etc., 

ce qui donnera 

b=:aqy dz^icq, f^^eq^ h=i(fq, etc., i 

et en ajoutant ces equations, membre a membre, il 
viendra 

b •{- d 4-y+ h + etc. ^=aq + eg' + ^j' + yj? + etc., 
ou 

b 4- <?+/+ h + etc. =5^ (a + <? + ^+5' + etc. ) , 

d'ou il suit 

b -^d +/+ li + etc. _ b 

a + <? + « +5r -f etc. a' *• 
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On enonce ce resuUat en disant que dans une guile de 
rapports egaux , a : b :: c : d :: e : f :: g : h :: etc.y la 
somme d'un namhre queleonque d'anUcedens est a la 
sotnme d'un pareil nombre de consequens, comme un ante^ 
cedent est a son consequent, 

226. Lorsqa'on a les deux equations 

-i — _1 Z— A 

a c e g^ 

on en pent multiplier les premiers membres entre eax , 
et les seconds entre eux , et il viendra 

ae eg * 
equation equivalente a la proportion 

ae ihf \i eg I dh^ 

T 
1 aquelle s'obtiendrait aussi en multipUant chaqae terme 

de la proportion 

a :h :: c : dy 
par celui qui lui correspond dans ia proportion 

e :f::g: h. 

Deux proportions multipliees ainsi terme par terme , 
sont dites multipliees par ordre ; et les produits qui en 
resultent sont , comme on le voit , en proportion : les 
nouveaux rapports sont les rapports composes des rap- 
ports primitifs. (Arithm, 123.) 

11 est aise de se convaincre qu'on arriverait egale- 
ment a une proportion , en divisant deux proportions 
terme a terme, ou par ordre. 

827. Lorsqu'on a 

h d 



• 



» a e 
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on en peat oonclure qae 



Q/n Qfn 



ce qui donne 

d'oik il suit que les quarresj Us cubes, et en gSniral les 
puissances semblables de quatre quantiUs en proportion y 
soni aussi en proportion. 

Lfi mdme chose aurait lieu pour des puissances frac-' 
tionnaires, puisque 

m tn 



■ 


\/b l/b 
y a "« 


et que 






m m 

\fl -.^ ^ 

y c *" 


ear il en resuUe 






m , m 

V b V d 




m m 



ou 

m mm m 

)/a : \/b :: \/c : l/rf, 

si a : ^ : : c : d, c'est^a-dire , que les racines du mime 
degriy de quatre quantites en proportion, sent elles-mSmes 
en proportion, 

Tels sont les principaux points de la theorie des pro- 
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portions. Cotte theorie n'a et^ inventea qne pour de- 
coiivrir des qiinntites, en les coraparant avec d'autres. 
On a conserve pendant long-temps des noms latins 
attaches aax diffi^rens changemens ou transformations 
que peat siibir une proportion : on commence aujour- 
d'hui a n'en plus charger la memoire de ceux qui etu- 
dient les Mathematiques ; et tout Techafaudage des 
p^oportions deviendrait inutile, si on leur substituaitles 
equations correspondantes, ce qui donnerait, je pense , 
plus d'uniformite aux methodes, et plus de nettete aux 
idees. 

228. Des proportions aux progressions le passage est 
facile. Ayant concu, dans I'equidifTerence continue, 
trois quantites , dont la derniere surpassait la secondc 
autant que celle-ci surpassait la premiere, on a bient6t 
imagine do considerer an nombre ind^fini de quantites, 
a, 6, c, d, etc., telles que chacune d'elles surpassat cellc 
qui la precede d'une memo quantite (T, en sorte que 

^ = a + <^9 = ^ + </,<i = c + <^i e=id + d", etc. 
L'ensemblc de ces quantites s'ecrit ainsi , 

-rft -^ •<? .rf .e.y.etc, 

et se nommait progression arithmetique ; mais j*ai cru 
devoir changer ce nom en celui diQ progression par dif- 
ference, (Voyez Arith,, note du n° 127.) 

On pent calculer un terme quelconque de cette pro- 
gression, sans le secours des intermediaires. En effet, 
si Ton met pour h sa valeur dans celle de c , il en resi^l- 
tera 

<? = a + 2(^; 

nvec cette derniere on trouvera 

(^ = a -f- S<^, puis « =5= a 4- h^. 
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et ainsi de suite; d*ou Ton voit qa*en nommant / le 
terme dont le rang serait marque par n, on aurait 

Zs=a -f (n — 1) J\ 

Soit , par exemple , la progression 

f3.5.7.9-ll,lS.15.17, etc.; 

ici le premier terme a = 3 , la diflFerenee (ou la raison) 
<r=: 2 J on trouvera , pour lehuitieme terme, 

S + (8 — 1)2 = 17, 

ainsi qu'on le conclut en calculant tons ceax qui le 
precedent. 

La progression que je viens de eonsiderer eiaiiorois' 
sante; en recrivant dans un ordre inverse, tel que 
celui-ci : 

t17. 15. 13, 11 -9. 7. 5.3. 1.— 1. — S,etc., 

elle serait decroissante. On en trouverait encore un 
terme quelconque aumoyen de la formule a+(n — l)tf, 
en observant que J^doit y dtre suppose negatif , puisque 
la difference doit alors se retrancher d'un terme quel- 
conque pour obtenir le suivant. 

229. On parvient aussi tres simplement a connaitre 
la somme d'un nombre quelconque de termes de la 
progression par difference. Cette progression etant re- 
presentee par 

-fa.^.e.. t^k\l, 

et S designant la somme de tous ses termes , on aura 

Sz=za + ^+ c -f"* + fe + /. 

En ecrivant les termes da second membre de cette 
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^n:ktir,n . rians fa% nrdft i&verae da, preeec&ffiEit, 

S^i+k^i ^i^e-^m. 

Si Tf/n ^yinte ee» ^oatioDj, et qaV>o remusse lo tcnaes 

maf* par la natare de la prr>gression , on a. en partant 
da premier temie, 

et par con»^aent , en partant da dernier, 

raddittoo des ^qoations correspondantes fiadt yoir sar* 
le-cbamp que 

a -^ Ivssb -^ hsszc -{^ i, etc., 
et qoe par cons^aent 

d'ou ii ioit 

g, n (g + /) 

Kri oppliquant oettc formule a la progression 

-t3> 5 • 7.9 • etc*, 
on trouvora, pour la somme des huit premiers termes, 

i 
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r jointe a 

(a + I ) n 

s= ^-, 

I 

donne le moyen de trouver deux qaelconques des cinq 
quantites a, <^, n, t ei S, lorsqu'on connait les trois 
autres ; je ne m'arreterai pas a traiter chacun des cas 
qui peuvent se presenter. 

281 . On a tire de la proportion , la progression par 
quotient (ou la progression y^om^/r/g'e^^ ) , qui consiste 
dans une suite de termes tels , que le quotient d'un 
terrae divise par celui qui le precede , est le roeme , 
quclque part que soient pris ces deux termes. Les suites 

~ 2 : 6 : 18 : 54 : 162 : etc., 
-45: 15: 5 : f : f : etc., 

sont des progressions de ce genre ; le quotient (ou la 
raison) est B dans Tune et \ dans Tautre : la premiere 
est croissante, et la seconde decroissante. Ghacune de 
ces progressions forme une suite de rappoi'ts 6gaux , et 
c'est pour cela qn'on les ecrit comme ci-dessus.^ 

Soit 

une progression quelconque par quotient ; en faisant 
- = ^, j'aurai , par la nature de cette progression, 

Qr 

h c d e I 

a^^b c d k' 

ou ^ = aq, e = 6q, d zs^cq , ez=z dq, . . . Z= kq, 

Mettant successivement la valeur de b dans celle dc c, 
cette derniere dans celle de d, et ainsi des autres , il 
viendra 

b^=: aq, c = aq'*, dz=z aq^, e == aq^,. . . lizszaq^—^ 



/ 
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ea designant par n le rang du terme I, ou le nombre 
des termes que Ton considere dans la progression pro- 

posee. 

A Vaide de la formule / == aq^-^ , on peat calculer 
un terme quelconque sanisj passer par tons les interme* 
diaires. Le dixieme terme de la progression 

-H2 :6: 18 : etc., 

par exemple,.est egal 2 x 8^ = 39366. 

232. On pent obtenir aussi la somme d'autant de 
termes qu'on voudra de la progression 

t: a ih I c I d I etc., 
en ajoutant entre elles les equations 

b^=aqy c = hq, d^^cq^ e=zdq, . •• l = kq; 
car il en resultera 

et en nomraant iS" la somme cherchee, on aura 
h + C'^-d + e. .• .+ 1= S — a, 

d'ou Ton conclura 

ct par consequent 

£/ — a 

q— 1 

Dans Vexemple ci-dessus, on trouverait pour la somme 
des dix premiers termes de la progression 

^2 : 6 : 18 : etc., 

ii£:izl= 8- ^1 = 59048. 
2 
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235k Les deux ^qaations 

l^aqn-\ S=^ -, 

renferment les relations que les cinq quantites a, q, n, I 
et S, doivent avoir entre elles dans la progression par 
quotient, et feront connaitre deux quelconques de ces 
quantites, lorsque les trois autres seront donnees. 

234. Si Ton substitueajr^— » a la place de/, dansTex- 
pression de S, il viendra 

Lorsque q surpassera I'unite, la quantite q" sera 
d'autant plus grande, que le nombro n sera plus con- 
siderable ; et S sera susceptible de surpasser telle 
quantite que Ton voudra, en donnant a n une valeur 
convenable, c'est-a-dire en prenant uu nombre suffisant 
de termes de la progression proposee. Mais si q est une 

fraction representee par —, -on aura 



nt 



a[ 1) amll ) 

, \m" / \ m"/ 



a 
am 



^= 



1 - m — 1 m — 1 ' 

m ' 

ct il est Evident que plus le nombre n deviendra grand, 
plus le terme ^j^ deviendra petit , ct plus par conse- 



m^ 



quent la valeur de S approchera de la quantite 

a 

dont elle ne differe que de 

a 
(m — I) W— ' 



ani 



m — 1' 



done , plus on prendra de termes dans la progression 

proposee , plus leur somme approchera de 7. Elle 

pourra menie en differer de moins que telle petite qnan- 
tite qu'on puisse assigner, sans jamais lui etre rigonreu^ 
sement egale. 

La quantite r , que je designerai par L , est , 

comme on voit , une limite dont les sommes partielles, 
representees par S, s'approchent de plus en plus. 
En appliquant ces considerations a la progression 



on aura 



•• * • a • 4 • 8 • 16 " ^'^•> 






d'ou 



m — 1 



et plus on prendra de termes dans la progression ci- 
dessus, plus leur somme approchera d'etre egale a 2. 
On trouve en effet 

1 =1=2—1, 
1 j_i = 1 =2 - 

1+i + i =T=2-T, 

l+T+i + 5 =¥ = 2-i, 

etc. 

L'expression de L pent etre consideree comme la 
somme de la progression decroissante par quotient, con- 
tinuee a Finfini , et c*est ainsi qu'on la presente ordinai* 
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rement ; mais on ne peut cependant s*en former ane 
idee bien nette, qu'en Tenvisageant sous le point de vue 
d'ane limite. 

285. On peat tirer de Texpression 

a(y»— 1 ) 
*> = — , 

tous les termes qui composent la progression dont elle 
represente la somme ; car si Ton effectue la division de 
qn — 1 par q — 1 (158), on trouvera 

?^i = Lzi2!!=l ^g + q^+q^+qi + q'^"' , 

q — 1 1 -^q 

ce qui donne 

S=za + aq + aq^ ••*••+ aq**—^ . 

La yaleur de JLjouitde lameme propriety, lorsqu'on 
effectue la division de m par m — 1 , conime il suit : 






m 
m+ 1 



,m — 1 



111 

1+ +— +-T+etc. 



tn fti^ tnr 



1 + 


1 

m 










•1 + 

m 


1 








— 


1 


+ 


1 

m3 




etc. 









On divise d*abord m^ corame k I'ordinaire, par le pre- 
mier terme du diviseur, ce qui donne pour qi\otient 1 ; 
on multiplie ce quotient par le diviseur, et on relranche 

2^ 
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]e produit du dividende; on divue eDsnite le reste 1 par 
le premier terme da diviseur ; on trouve pour quotient 

— , qa'on multipHe par le diviseur, et on a pour reste— .* 
7n m 

on opere sur ce reste comme sur le precedent. En conti- 
nuant ainsi , on apercoit bientdt la loi que suivent tons 

les quotiens partiels, et Ton voit que Fexpression 

est equiyalente a la serie 

111 
1 + — + — +— ? + etc., 

continuee a Tinfini ; mettant pour m sa valeur -^ et roul- 
tipliant par a, on retrouve 

« + «y + fl^' +05'' + etc., 
pour la progression dont L eiprime la limite. 

236. On regarde le d^veloppement 

111, 

tn W trtr 

fit 

comme la valeur de la fraction — r , toutes les fois 

m — 1 

qu'il est convergent} c*est-a-dire que les termes qui le 

composent diminuent en s'eloignant du premier. 

En effet, si Ton arrete la division pr^cedente succes- 

sivement au premier, au second, au troisieme • • . . resle, 

on trouve 



les quotiens 1 



1+1 

m 

1 + — + — 
etc. 



et les restes 1 
ni 

HI' 

etc. 
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Les iins n'appronhent de la vraie valenr qa'autant que 
lea autres vont en diminuant; et cette circonstanco n'a 
Hea que lorsque fit surpasse Tunit^. Dans tous les autres 
cas, on ne pent se pennettre de negliger les restes, qui, 
croissant sanscesse, font voir que les quotiens s'eloignent 
de plus en plus de la vraie valeur. 

Pour eclaircir ceei , il suffit de fbire successtyeraent 
ms=:2,m=s=l, iizs=7. La premiere supposition donne 

=2=1 +i + i+i + J-+etc.; 



m— 1 



et Ton a deja vu (2S4) qu*en effet la s^rie qui compose 
le second membre s'approchait de plus en plus de 2. 
La seconde supposition conduit a 

= 1=1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +etc. 



tn — 1 



Ce resultat, 1 + 1 + 1 + 1 + etc.,* continue a Tinfini, 
donne bien une quantiti^ infinie , comme le demande la 
nature de Texpression ^ : cependant si Ton ne lenait 
pas compte des restes dans cet exemple , on tomberait 
dans une absurdity ; carpuisquele diviseur, niultiplie 
par le quotient, doit reproduire le dividende, il faut 
que 

l=(i + l + l +1+ ).0; 

or le second membre s'an^antit rigoureusement : on 
aurait done 1=0. 

La troisieme supposition mene a des consequences 
non moins absurdes , quand on neglige les restes , et 
qu*on regarde la serie resultante comme exprimant la 
valeur dela fraction dontelle derive. £n faisantm==i, 
on trouve 

— ^ =-- 1 = 1+2+4 + 8+18 + etc., 
m — 1 
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ce qui est bien ^idemment iaux. Ces contradictions 
disparaiMcnt qnand on obserre la marohe des restes. 
Dans le second eas , les restes 



1 i- i. 






sont tons ^ganx a 1 , et paisi{a*ils ne diminaent pas, 
il n'est pas permis de les n^gliger, quelqae loin que Ton 
ponsse la terie. En ajoutant done fun de ces restes an 
second membre de Tequation 

1 = (1 + 1 + 1+1 + 1+ ).0, 

elle devieni exacte. 

Dans le troisieme cas , les restes 

1 i 1 1 etc 
Tfi mr m^ 

forment la progression croissante 1,2,-4,8,16, etc., et 
en ajoutant a chaque quotient la fraction qui resulte 
da reste qui Tacconipagne, les expressions rigoureuses 

de 71 sont , 

m — 1 



m — V 



1 1 

1 + + 



m m{fn — 1)' 

1 1 1 

1 + + — + 



m m» «t"(i«— 1)' 

etc., 
qui toutes s*accordent a donner — 1, lorsqne m => j. 

Si Ton prenait'»i= — n, la fraction ^ deviendrait 

1- ; la serie qui exprime le developpement de cette 
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fraction se changerait en 

et en y faisant n = 1 , on aurait 

1—1 + 1 — 1 + 1 — 1+ etc., 

developpement qui devient (antot 1 ct tant6t 0, et qui 
s'ecarte, par consequent, tantot par exces, tant6t par 

defaut, de la vraie valeur de 7, egale dans ce cas 

M +1 

a 7 : niais la serie ci-dessus , n*etant point convergente, 

ne pent donner cette vraie valeur; et il fautn^cessaire- 

ment tenir r:ouipt& du reste , a qHelque terme que Von 

8*arrete. 

Si Ton suppose dans la serie precedeute ft =$ 2 , on 

aura 

« 

1-7 + 7-5+^6 — etc., 

suite dont les sommes partielles 1,7,74.9 ^^^'' ^^^^ 
alternativement plus petites et plus grandes que la vraie 

valeur de j- , qui est 7 , inais dont elles approeheot 

indefiniinent y parce que la serie proposee est conver- 
gente. 

Quoique les series diveryenies, c*est-a dire celles dont 
les termes vont en augmentant, s*ecartent sans cesse 
de la vraie valeur de Texpression dont elles derivent , 
consid^rees neanmoins corame developpemens de ces 
expressions, elles peuvent faire connaitre celles de leurs 
propriet^s qui ne d^endent point de leur sommatiotiy 
c*e8t-a-dire de la determination de leur somme. 

237. En poussant quelque division algebrique que 
ce soit, comme j'ai fait ci-dessus (235), pour celle de m 
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par m — 1 , on parviendra toujours h exprimer le qao* 
tient par une saite iDfinie de termes monomer, L'extrac- 
tion des racines, coiitiuuee de la m^rne maniere sar 
les restes successifs, dans le cas des puissances impar- 
faites, conduit aussi a des suites infinies ; mais ces suites 
s'obtiendront plus facilement par la formule du binome, 
ainsi que je )e ferai voir dans le Complement, ou je 
traiterai des suites les plus connues. 

Tk^orie dee quantitSe expanentiellee el dee logarithmee. 

2S8. Dans toutes les questions resolues jusqu*ici, les 
inconnues n'entraient pour rien dans les exposans; 
mais il n^en serait pas de memo si Ton voulait deter- 
miner le nombre des termes d'une progression par qao* 
tient, dont le premier terme, le dernier et la raison 
scraient donnds. En effet , on aurait pour cela Teqaa- 
tion 

l:=:aq»-i (281), 

dans laquelle I'inconnue serait n; et en faisant, pour 
abreger, n — 1 =;r^ il viendrait /= aq-^, Les mdthodes 
directes expos^es pr^cedemment ne sauraient resoudre 
cette equation ; et Ics quantites telies que x ne peuvent 
etre representees par aucun des signes dont j'ai deja fait 
usage. Pour repandre plus de lumiere sur ce sujet, je 
rappellerai, d*apres Euler, la liaison qui existe entre 
les diverses operations de TAlgebre , et comment cha- 
cune d*elles donne naissance a une nonvelle espece de 
quantites. 

289. Soient aei 1^ deux quantites qu'on se propose 
d'ajouter ensemble; on a 
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etsi de cette Equation on veiit tirer a oa ^ , on trouve 

a =c e — b, h = c — a : 

voila , corame on voit , rorig;ine de la soustraction ; or 
quand cette demi^re op^ation ne peat s'effectaer dans 
I'ordre on elle est indiqu^e , le r^sultat devient negatif. 
L'addition r^p^tee d'une m^me quantite engendre la 
multiplication : a designant le multiplicatear, d le^ul- 
tiplicande , et e le produit , on a 

ab=ic, 
d'ou Ton tire 

<^ JL ^ 

et de la naissent la division et les fractions qui en sont 
la suite , lorsqu^elle ne peut s'effectuer sans reste. 

La multiplication repetee d'une quantite par elle* 
merae, produit les puissances de cette quantite; en 
exprimant par 6 le nombre de fois que a est facteur dans 
la puissance que Ton consid^re , on a 

Cette equation differe essentie!lement des precedentes , 
en ce que les quantit^s a et ^ n'y entrent pas toutes 
deux de la m^me maniere , d'ou il suit qu'on ne peut 
pas resoudre I'equation par rapport a Tune comme par 
rapport a Tautre. Si c*est a qu'on cherche , une simple 
extraction de racine suffit pour le trouver, et cette ope- 
ration donne lieu a une nouvelle espece de quantites , 
sayoir, les irrationnelles ; mais la determination de b 
depend de methodes particulieres que je ferai connaitre 
lorsque j*aurai expose les principales proprietes de 
Tequation a* = c. 

240. II est facile de voir qu'en conservant la meme 
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valear pour la lettre a ^ que je supposerai au-dessos de 
I'unit^ , et variant convenablement celle de b. on pourra 
obtenir pour c tous les norabres possibles. En effet, en 
faisant ^==0, on a ^ = 1 ; puis , lorsque b croitra^ les 
valeurs correspondantes de e surpasseront de |>la8 en 
plus Tunit^ , et pourront augmenter autant qu'on vou- 

dra. Le cdntraire aura lieu si Ton prend 6 n^galif ; 

1 

reqtiation a^=cse changeant en a— *=2c, ou — j= e, 

les valeurs de ^iront sans cesse en diminuant, et pour- 
ront devenir aussi petites qu'on voudra. On pent done 
de la meme Equation tirer tous les nombres positifs 
possibles , soit en tiers , soit fractionnaires , dans le cas 
ou a surpasse I'unite. II en serait de meme, si Ton avait 
a '^l : seulement , les valeurs de c marchdraient en 
sens inverse de celles du cas pr^c^dent ; mats en sup- 
])Osant a := I , on trouverait toujours c = \ , quelque 
valeur qu'on donnat k b : on doit done , dans tout ce 
qui va suivre , regarder a comme differant ossentielle- 
luent de Tunit^. 

Pour mienx designer que a ne change point, et que 
Ids deux, autres quantit^s b ei c sent indeterminees , je 
les representerai par les lettres x et y, et j'aurai F^qua- 
tion a^=.y, dans laquelle a cbaque valeur de y repend 
une valeur de x, en sorte que Tune de ces quantites est 
determinee par I'autre , et reciproquement. 

^•41. Getle generation de tous les norabres par le 
moyen des puissances d'un seul , est tres importante , • 
non- seulement par rapport a I'Algebre, mais encore 
par le secours qu'elle fournit pour abreger les calculs 
numeriques. En effet, si Ton considere un autre 
nombre y', et que Ton designe par or' la valeur corres- 
pondante de x, on aura a^'= y', et par consequent si 
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Ton muUiplie y par^', il viendra 
si Ton divise, on trouirera 

euGn, 81 Ton prend la puissance m de y et la racine n*'"% 
on aura 

ym -- (fljJ? jm 5^ ^/MX 

pour Tune, et 

y" = (a^)« = a '» 
ponr Taut re. 

II suit des deux premiers resultats que « connaissant 
les exposans a: et x' relatifs aux nombres y et y', on 
trouvera , en prenant leur^somme , Texposant qui re- 
pond au produit yy'^, et en prenant leur difference, 

celui qui repond au quotient — . Les deux demieres 

equations font voir que Texposant relatif a la puissance 
fn^me jg y s'obtient par une simple multiplication , et 
celui qui repond a la racine n^"^, par une simple divi- 
sion. 

II est facile de conclure de la , que si Ton avait une 
table dans laquelle, a cote de cha.cnn des nombres y, se 
trouvassent les valeurs correspondantes de s, en sorte 
qu'etant donne y , on put avoir x , et reciproquement , 
la multiplication de deux nombres guelconquee se redui- 
rait a une simple addition , parce qu'au lieu d'operer 
sur ces nombres , on ajouterait les valours de x qui 
s'y rapportent , et cherchant ensuite dans la table le 
norabre auquel repond cctte somme, on aurait ainsi 
le produit deraaode. Le quotient des nombres projios-es 
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86 trouverait dans la lueoie table , vis-i-Tifi de la 
reoce des Taleurs de x qai lear correspondent , et la 
division s'effeetueraii alors par une sousiraetion, 

Ces deux exemples font asses entrevoir l*atilite dont 
peuvent ^tre des tables semblables a cetle dont on rient 
de parler ; aossi I'lisage en est-il bien repandu depois 
Neper, qai les imagina le premier. Les valeors de jr y 
sont designees sous le nom de logariihmes , et par con- 
sequent let logarithmes sont les exposans des puissances 
auxquelles il fatU elever un nombre invariable , pour on 
dSduire suecessivement tous les nombres possiblss , 

Le nombre invariable se nomme base do la table ou du 
systomo de logarithmes, 

Dans la suite , je representerai le logarithme dey, 
par \y ; on aura x^==^\y , et a cause de y=:a', il vien- 
dra y ess air « 

242. Les proprietes des logarithmes etant indepen- 
dantes des Taleurs particulieres du nombre a ou de leur 
base, il s*ensuit qu*on pent former une infinite de tables 
diffi^rentes, en donnant a ce nombre toutes les yaleurs 
possibles , autres que Tunite. Prenant pour exemple 
a :^ 10, on aura y =(10)b'^ et on trouvera sur-le-champ 
que les nombres 

1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, etc., 

qui sont tous des puissances de 10, on t pour logarithmes, 
dans cette hypothese , les nombres 

0, 1, 2, 1», 4, K, etc. 

On pent d^j& verifier sur cette suite les proprietes 
que j*ai ^noncees dans le numero precMent : enajoatant 
les logarithmes de 10 et de 1000 , qui sont an et S, on 
▼oit que leur somme 4 se trouTC au*dessou8 de 10000, 
qui est le produit des nombres proposes. 
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243, Les logarithines des nombres interraediairea 
entre 1 et 10, 10 et 100, 100 et 1000, etc, , ne peuvent 
s'obtenir que par approximation. S'il t'agissait, par 
exeniple, d'avoir 1e logarithme de 2, il faadrait r^soudre 
Tequation (10)^ = 2 , en y appliquant la methodo 
donnde n** 221 , et troaver d'abord le noinbre entier le 
plus approcbant de la valeur de x. On Yoit bient6t qae x 
est entre et 1, puisque (10)" =1, (10)* = 10 : on fera 

done jr = - et il viendra (10)« =2 , ou 10s=:2'' ; or r se 

trouve entre S et 4 : on supposera dono^ ==: 3 + -^ ) et 
.il en r&ultera 



ou 2 =5-8- 4, 

ouenfin 2=:(|)*'. 

La valeur de z' tomfoant entre B et 4, on fera 

on aura 

I J 

2=(i)''*"'''=(f)Mfr' 

d'ou Ton tirera 

(#=2(i)3=7H.oa(iif)-'=5} 

et apr^s un petit nombre d'essais , on trouvera que £'' 
est entre 9 et 10. On pourra pousser plus loin de la 
memo maniire ; mais comme je n'ai indique ce proe^de 
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qae poor nMoirer fci pombilite dm trovrcr ies logaritk- 
me» de Umu les nombm , je bm borBcnii a sappoaer 
;s's9; ef en remoniant, ODiAliaidni 

Cetle Yalciir de x, tedmtm en decinuilcs, eat ezacle jus- 
qa*aia qoairiinie chiAre, ear ^le lioiiiie 

x= 0,30 107; 

ei det calcola portib a ao plos haot degre de rigaenr, 
oni appria qa*en poussant josqa'a 7 d^cinales, on 
aarait 

^=0,2010200. 

Poor interpreter ccHte Taleor de x comme eelle d*iui 
expotani, il fa at eoncei^oir que si on eleve le n<mibre 10 
a la puitftanee marqa^ par le nombre SOIOSOO, et qa*on 
extraie do r^ultat one raeioe da degre 10000000, on 
aara an nombre tres approchant de 2; c^est-a-dire qne 
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(10) ssS, a fori pea pres: le premier mem- 

bre est an pea plat grand qae 2; uiais le nombre 
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t 9 0000 00 



(10) «eraitplu» petit (*) 



(*) La m^thode indiqu^e dans ce num^ro ne serait pas praticable 
pour de* nombref un pen grands ; mais en voici une autre donnee 
par Lonf^ , g^omitre anglais, dan^ les Transactions philosopln- 
queSf pour Tann^e 1724 , n* 339, et qui pent etre tr^s utile. 

La determination de sc dans T^quation (10)'= y «tant tr^s labo> 
rieuse , on peut proc^der daos un ordre inverse, se donner x pour 
obtenir y, et former une table des valeurs de y correspondantes k 
oeltes de Xt qui senrira ensuit^, comme on ya le voir, a determiner x 
par y. 

On prend d abord pour x des valours depuis 0,1 jusqu'a 0,9; et 

<out se r^duit k deterniner la valeur de y, qui r^pond a d;=0,l, 

t 

ou qui est (10)'°, parce que les autres valeursde y, savoir : 
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244. En muUipliant saccessiyement par S, 8, 4, etc., 
le logarithmo de 2, on obtient ceax des nombres 4, 8, 
16, etc., qui sont les 2", S®, 4% etc., puissances de 2. 

En ajoutant au logarithme de % les logarithmes de 

10, de 100, de 1000, etc. , on en deduit ceux de 20, 

de 200, de 2000, etc.; et il est Evident qu*il suffit 

d*ayoir les logarithnies des nombres premiers , pour 

trouver les logarithmes de tous les nombres composes, 

qoi ne peuvent etre que des puissances ou des produits 

de nombres premiers. Le nombre 210, par exemple, 

^tant egal a 

2x8x5x7, 

son logarithme sera ^gal a 

la + 13 +I5 + I7, 

et k cause que 5=-v 9 on aura 

15=lio — 12. 

24K. Les logarithmes, qui sont toujours exprimes 

(10)-, (I0)«~,etc., 

•ont les 2*, 3% etc., puissances de la premiere. 
L^extractioR de la racine quarr^e fait d'abord connaitre 

(10)» ou (lO)'" = 3,162 277660; 
puis en extrayant la racine cinqui^me de ce resultat, on pairient a 

(10)^=1,258925412. 
Par un proc^d^ semblable , on tirera de 

(10)"^= 1,258925412 
la Toleur de 

"HI JL ft 

(10)"» = (10)»»=(10)»°° = 1,122018454; 

puis prenant la racine cinqui^me, on foraiera 

(10)^^ = 1,023292992; 

et remontant aux puissances 2*, 3* 9*, on obtiendrales valeurs 

de ff, correspondantes A celles de x, depuis 0,01 jusqu'a 0,09. 

On con9oit facilement que de cette mani^re on formera encore 
les Taleurs de y pour celles de x, depuis 0,001 jusqu'd 0,009, depuis^ 
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en deciflialcs, font n^cesMimneiit compotes de deox 
parties, taToir, des mules, plac^es a la poche de la 



OyOOOl jnsqu d 0,0009, et qn'on poorra composer la fable ci-dessons. 



toe. 


flOVBrnKS 9ATrK. 


LOC. 


BOSBKBS SA-m. 


0,9 


7,943282347 


0,00009 


1,000207254 


8 


6,309573445 


8 


1,000184224 


7 


5,01)872336 


7 


1,000161194 


6 


3,981071706 


6 


1,000138165 


5 


3,162277660 


5 


1,000115136 


4 


2,511886432 


4 


1,000092108 


3 


1,995262315 * 


3 


1,000069080 


2 


1,584893192 • 


2 


1,000046053 


1 


1,258925412 


1 


1,000023026 


0,09 


1,230268771 


0,000009 


1,000020723 


8 


1,202264435 


8 


1,000018421 


7 


1,174897555 


7 


1,000016118 


6 


1,148153621 


6 


1,000013816 


5 


1,122018454 


5 


1,000011513 


4 


1,096478196 


4 


1,000009210 


3 


1,071519305 


3 


1,000006908 


2 


1,047128548 


2 


1,000004606 


1 


1,023292992 


1 


1,000002303 


0,009 


1,020939484 


0,0000009 


1,000002072 


8 


1,018591388 


8 


1,000001842 


7 


1,016248693 


7 


1,000001612 


6 


1,013911386 


6 


1,000001382 


5 


1,011579454 


5 


1,000001151 


4 


1,009252886 


4 


1,000000921 


3 


1,006931669 


3 


1,000000691 


2 


1,004615790 


2 


1,000000461 


1 


1,002305238 


1 


1,000000230 


0,0009 


1,002074475 


0,00000009 


1,000000207 


8 


1,001843766 


8 


1,000000184 


7 


1,001613109 


i 


1,000000161 


6 


1,001382506 


6 


1,000000138 


5 


1,001151956 


5 


1,000000115 


4 


1,000921458 


4 


1,000000092 


3 


1,000691014 


3 


1,000000069 


2 


1,000460623 


2 


1,000000046 




1,000230285 


1 


1,000000023 
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virgule , et des chiffres decimanx qai se trourent a la 
droite. La premiere porte le nom de earacUrUtique , 
parce qoe, dam les logarithmes que je considere poar 
le moment, qui resultent de la supposition dea — 10, 
et qu^oii appelle logarithmes ordtnaires, cette partie fait 

Par le moyen de cette table , on trouTera le logarithme d'un 
nombre quelconque, en le dWifiant par 10, un nombre de fois suf- 
fisant. Pour obtenir, par exemple, celui de 2549, on di^itera ce 
nombre d'abord par (10)^ ou 1000, qui est la plus grande puissance 
de 10, a eiposant entier, qu*il puisse contenir, et on aura 

2549= (10)5X2,549; 

puis on chercbera dans la table la puissance de 10, imm^diatement 
au-dessous de 2,549, on trouTera 

(10)V =2,51 1886432, ^ 

et divisant 2,549 par ce dernier nombre, il viendra 

2,549= (1 0)0,* X 1,014775177. 

Cbercbant encore dans la table la puissance de 10, imm^diatement 
au-dessous de 1,014775177, on trouTcra 

(10) V®*= 1,013911386; 

puis divisant par ce nombre le quotient precedent, 1,014775177, 
on aura un 3* quotient 1,000851742. 

On continuera d'op^rer ainsi jusqu'a ce qu'on soit parvenu A uii 
quotient qui ne diff^re de i'unite que dans Tordre de decimales 
qu'on se propose de n^gliger. 

£n regardant ici le troisi^me comme ^gal & I'unit^ , le nombre 
propose sera d^composd en facteurs , qui seront des puissances 
de 10, car on aura 

2549 = (10)3 y^ ^10)0,4 x(10)V'^ = (10)3,*««, 

d'ou Ton voit que 3,406 est le logaritbme du nombre 2549. £n 
poussant les divisions jusqu'au nombre de 7^ on trouvera ^e ce 
logaritbme est 3,406369. 

La meme table sert encore plus facilement d trouver un nombre 
par spn logarithme; en voici un exemple. 

Soii 2,547 le logarithme donn^ ; le nombre cherch^ sera 

(10)V*^ = (10)2X (lO)VX (10)V*X(10)V«7 : 
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connaitro dans quel ordre d'unites tombe le nombre 
dont on a le logarithme. Tons les logarithmes des nom- 
bres compris entre 1 et 10 , tombant entre et 1 , ont 
necessairement pour caracteristique ; tous ceux des 
nombres compris entre 10 et 100, ont 1 ; tous ceux des 
nombres compris entre 100 et 1000, ont 2 : en general, 
la caracteristique d'un logarithme a autant d*unites que 
le nombre propose a de chiffres moins nn. 

246. Une remarque non moins importante, c*est que 
les logarilhmes des nombres qui sont decuples les uns 
des autres, ont la meme partie decimale : par exemple, 

54360 a pour log. 4,7852794, 

5436 , 3,7352794, 

543,6 2,7352794, 

54,36 1,7352794, 

5,436 0,7352794; 

car chncun de ces nombres etant le quotient de celui 
qui le precede, divise par 10, le logarithme de Tun 
8*obtient en 6tant une unite a la caracteristique de 
rautre( 24 1,242). 



it sera done egal au produit des nombres 

(10)» =100, 
(10)V =3,162277660, 
(IO)V» =1,096478196, 
(10)V»7 =1,016248693, 

pris dans la table cit^e ; et on aura par consequent 

2,547 = 1. 352,357. 
En 1742, a Londres, Dodson a public, sous le titre A'AnH-logd- 
rithmic Canon , une table de la meme esp^ce que celle-ci , mais 
beau coup plus ^tendue, et dont Tobjet est de faire trouver A quel 
nombre r^pond un lo|^aritbme donn^. Voyez aussi dans les M^moirea 
de VAcad^mie de Berlin, pour 1786 — 1787, page 456, une table 
analogue, fort ^tendue , calcuUe par M. Buija , et d'apr^s laquelle 
j'ai corrig^ quelques fautes dans celle de Long. 



^47. D^api^es ce qui a iiS dit n*' 240, les logarithmes 
des nombres fracdonnaires sont n^gatifs dans Thypo- 
these actuelle ; et on les d^dnit facilement de ceax des 
nombres entiers , en observant qu'une fraction repre- 
sente 1^ quotient de la division du num^ratenr par le 
denominateur. Qaand le numerateur est moindre qae 
le denominateur, son logarithme est aussi plus petit que 
celui du denominateur, et par consequent , en retran^- 
chant le dernier du premier, on a un reste negatif. 

Pour obtenir le logarithme de la fraction 7, par 
exemple, on retranchera de 0, qui exprime le loga- 
rithme de 1 , la fraction 0,S010300 , qui est celui de 2^ 
et il viendra 

— 0,S010S00. 

En retranchant de le nombre 1,S010S00, qui est le 
logarithnle de 20, on aura le logarithme de ~ , ^gal k 

— i,aoioaoo; 

le logarithme de S dtant 0,4771212, celui de 7 sera 

0,S010800 — 0,4771218 = — 0,1760918. 

248. Par la maniere dont on les obtient, les loga- 
rithmes des fractions , abstraction faite de leur signe ^ 
appartiennent au quotient de la division du denomina- 
teur par le numerateur (241), et repondent par conse- 
quent au nombre par lequel il faudrait diviser Tunite 
pour obtenir la fraction proposee. £n effet, f, par 

exemple , pent dtre mis sons la forme - ^ et 1 7 = 13 — 

la =t= 0,1760918. * • 

II serait pen commode , pour trouver la valeur de la 
fraction a laquelle appartient un logarithme negatif 
donn^ , de chercher le nombre auquel il rdpond lors-^ 

23 
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qu'il est positif , puisqu'il faudrait e£Pectaer la division 
de I'anite par ce nombre; mais si Ton retranche ce lo^ 
garithme de 1,2,3, etc., unites, Je reste appartiendra 
au nombre qui exprime la fraction cherehee , lorsqu'on 
la convertit en decimales , puisqae cette soustraction 
Irepond a la division des nombres 10, 100, 1000, etc., 
par le nombre du logarithme propose. 

Soit pour exemple, — 0,3010300; si, en n'ayant 
point egard a son signe , on 6te ce logarithme de 1 , 
ou 1 ,0000000, le reste 0,6989700, repondant a 5, montre 
que la fraction chercbee est 6ga1e a 0,5^ puisqa'on a 
suppose Funit^ composee de 10 parties. 

Si , lorsqu'on chercbe le logarithme d'une fraction , 
on conceit tout de suite I'unite formee de 10, on 100, 
ou 1000, ouetc. parties , ou, ce qui revient au meine, 
si Ton augmente la caracteristique du logarithme da 
numerateur d*ua nombre d*unites suffisant pour qu'oa 
puisse faire la soustraction de celui du denominateur, 
on aura de cette maniere un logarithme positif, qui 
pourra s'employer au lieu de celui qu'ori a indique plus 
haut. 

Afin de mettre de Tuniformit^ dans les calculs , on 
augmente le plus souvent de 10 unites la caracteris- 
tique du logarithme du numerateur. Relativement a la 
fraction ■} , par exemple , on a 

10,3010300 — 0,4771213 = 9,8239087. 

II est facile de^ voir que ce logarithme surpasse de 
10 unites le logarithme negatif — 0,1760913, et que 
par consequent chaque fojs qu*on Tajoutera a d'autres, 
on introduira 10 unites de trop dans !e resultat ; mais 
la soustraction de ces 10 unites ne doit pas compter 
pour une dperation , et lorsqu'elle sera effectu^e , on 
aura effectue en mdme temps celle de 0,1760918. En 
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effet, soit N\e nombre auquel on ajoute le logarithme 
positif 9,8239087 ; le r^saltat de Top^ration sera repr6- 
sente par 

iV+ 10 — 0,1760918; 
et si Ton eti retranche 10, on aura seulement 

iV— 0,l7609i3. 

D'apres ce qui pr^^de, on change la soustraction 
en addition, en employant, au lieu du nombre a sous- 
traire , son compUment arithmeiique, c'est-a-dire ce qui 
restelomqu^on retranche ce nombre de Tun des nombres 
10, 100, lOOO, etc., r^sultat qui sWient en 6tant de 10 
les unites simples du nombre propos6, et toutes les 
autres de 9 ; cela fait , on ajoute ce complement ad 
nombre dont il faudrait soustraire le propose, et oh 
retranche de la somme une unite de l^ordre sur lequel 
oii a pris le complement. 

II est Evident que si le complement est repete plusieurs 
fois, il faudra retrancher, Apres Taddition , autaut 
d*unites de Fordre sur lequel le complement a ete pris, 
qu'il y en a dans son multiplicateur; et par la memo 
raison, si Ton emploie plusieurs complemens, il serand- 
cessaire de retrancher pour chacun Tunite sur laquqlle 
il a et^ pris, ou autant d'unites qu'il y a de complemens ^ 
si tous sont pris sur une memo unite. 

Quelquefois cette soustraction ne pent s^effectuer ; 
le resultat est alors le complement arithmetique du lo* 
garithme d'une fraction , et it repond dans les tables a 
Texpression de cette fraction convertie en decimates. 
Quand il reste encore 10 unites a 6ter de la caracteris- 
tique , ce qui est le cas le plus ordinaire, c'est comme si 
Ton avait multiplie par 10000000000 le num^rateur de 
la fraction cherchee , pour en eflfectner la division par 
le d^nominateur ; la caracteristique du' logarithme du 
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quotient fail connaitre quel est Fordre le plus eleve des 
unites que renferme ce quotient , par rapport a celles 
du dividende. Dans 9,82S9087 , ia.caracteristiqne 9 
montre que le quotient doit avoir un chifire de nioins 
que le nombre par lequel on a nmUiplie i'unite ; et par 
consequent si , pour ramener le quotient k sa vraie ya- 
leur, on separe 10 chiffres deciniaux,* son premier chiffre 
significatif vers la gauche sera des dixiemes : on ne trou- 
verait que des centiemes , des milli^mes , etc., pour les 
nombres dont les compl^mens arithinetiques auraient 
les caracteristiques 8,7, etc. 

249. Ge qu'on vient de lire sur le sysikme de loga^ 
rithmes dans lequel a = 10 , renferme les principes 
generaux necessaires pour TinteUigence des tables, qui 
sont presque toutes pr^cedees d*une instruction relative 
a leur disposition particulidre et a la maniere de s^en 
servir, et a laquelle je renvoie leslecteurs. Je leur indi- 
querai cependant les tables de Gallet (edition stereotype) 
et celles de Borda , comme etant tres etendues et tres 
commodes. 

250. Quand on a le logarithrae d'un nombre y, pour 
une valeur particuliero de a , ou pour une base parti- 
culiere , il est facile d'obtenir le logarithme dn m^me 
nombre dans tout autre sysl^me. En effet, soit y=sa' ; 
pour une autre base A, on aura y :=zA^, X etant dif- 
ferent de jr, et on tirera de la A*^ = a*. En prenantles 
logarithmes relativement au syst^me dont la base est a, 
il viendra 

l^»=:la^/ 
or Ic* = X par ITiypothese, et \A^=i X\A (241) : 
done X\A^=^x, ou -X'= r-s- ^^is en considerant -^ 

lA - 

comme fease, X sera le logarithme de y, dans lersysteme 



velatif a celte base : u done on d&igne oe dernier par 
Ly, pour le distinguer de I'autre, on aura 

et on Irouvera le Ibgarithnie de y dans le second systeme , 
on divisant son logariihme pris dans le premier par le 
logarilhme de la base du second systeme • 

L'equation precedente donne aussi -4^ = 1^; cc qui 

Ly 

faxi voir que, quel que soit le nombre y, il existe entre 

les logarithmes 1^ et Ly , un rapport invariable repre- 

sentd par \j4. 

251 • Dans quelque systdme que ee soit, le logarithme 
de 1 est , puisque , quel que soit a , on a toujours 
a° = \. Lorsque a est ^ 1 , les logarithmes etant sus- 
ceptibles de eroitre indefiniment a mesure que les 
nombres aiigmentent , on dit qu'ils deviennent infinis 
en m^me temps que les nombres; et comme lorsque y 

est un nombre fractionnaire , on a y = — ;-= «■"*, on 

▼oit que plus y diminue , plus x doit augmenter negati- 
vement, mais qiie eependant on ne pent jamais assigner 
pour X un nombre qui rende y eiactement nul. Tel est 
le sens dans lequel il faut entendre que le logarithme 
de zero est egal a I'injlni negatify ainsi qu'on le trouve 
dans beauconp de tables. 

252. Je vais donner maintenant quelques exemples 
de Tusage qu'on peut faire des logarithmes dans reva- 
luation numerique des formules. 11 suit du numero 241 
et de la definition des logarithmes , qui donne Tequation 
a^y =:'y , que 

I (^^) = 1^ + l^, 1 /^) = \A — \B, 



En appJMpMiiil ce» re|^ a la ibnoBle 
qui eti asiei eompliqiiee, m tnmireni 

5 

et par coos^qiieDt 

C yjD^EF / 
2l^+il(^+C)+^l(5— C)— 1(7— 111?— ili?— |l^. 



■C 



$i FoD pfcnait ks complemeDs aiitlimetk[iies de 1C« 
\\D, I US', f LP, d qu'on les dibignat par CT, I>, E\ F', 
an liea da ^^ultat prec^ent , on anrait 

en obserrant d*6ter de la sorame antant d'unitef de 
Tordre snr leqnel on a pris les complemens , qa'il y a 
de cet compl^ens, c'est-a-dire 4. Lorsqa'on sera par- 
Tena aa logarithme de la formole proposee, les tables 
feront connaitre le nombre aoqnel appartient ce loga- 
rithnie , et qai est la Taleor cherch^. 

258. L'usage le pins frequent des logaritfames est 
eelni qn'on en fait pour tronver le qnatrieme terme 
d'nne proportion. 11 est visible que %ia z b ii e i dyOn 
aura 

be 

rf= — , d'ou Ji == 1^ + li? — la; 
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e*e8t-a*-dire que le logarithme du quatrihme terme chercM 
eH egal a la samme des logarithme* de* deux moyene, 
diminuSe du logarithme de I'extrSme connuy ou bien a la 
eomme des logarithmee des moyens, plus au compliment 
arithmet/que du logarithme de I'extpSme connu, 

254. Si I'on prend les logarithmes de chaqae membre 

de Nqaation -=-/qui exprime le caract^re de la. 

proportion , on aura 

1^ — ki^W — k?(252); 

' d*ou il resutte que les quatre logarithmes 

la .lb :\c *\d 

(orment une equidifference (22S). 
La suite d'equations 

qonduit de meme a 

W — la := Ic — 6=1J — \c =ltf— id, etc., 

et on en conclut qu'a la progression par quotient 

■—; a : h : c : d: e : etc., 

correspond la progression par diffi^rence 

Tla ,\b ,1c .Id >\e » etc.; 

. et que par consequent les logarithmes des nomhres en 
progression par quotient y sent en progression par diffe- 
rence, 

2B5. Siron ayait Fequation 5' =:s c ^ on laresoudrait 
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facilement aa moyen des logarithroet ; car W ^tant egal 
a z\5j on aurait z\b =clc, et par coDsequent aj = — . 

L'(k]uation i^ z=zdse traiterait de la meme maaiere , en, 
faisant d'abord c' z=zuy il viendrait 

lo w 

prenant de nonveau les logarithmes , on trouverait 

lid — m 



-m 



zic=u;;- =riw— u^ et « = 



\i 



Dans cette derniere eipression, 11^ designe le loga- 
rithine du logarithme de ^ , et s'obtient en conslderant 

ce logarithmef comme un nombre. Les quantites 5^y d<^^, 
et toates celles qui en ddrivent , ae nomment exponen- 
tielles. 

Questions relatives a VintMt de V argent. 

256. La theorie des progressions par quotient et celle 
des logarithmes » trouvent lear applieation dans les 
speculations relatives a I'interet de I'argent. Pour en- 
tendre ce que je vais dire sur ce sujet , il faut savoir que 
les aVantages que procure une somme d'argent a celui 
qui la fait valoir, c'est-a-dire qui Temploie, soit aux 
echanges du commerce , soit ^ faire executer des tra^ 
vaux productifs , sont d'autant plus grands , qu'il pent 
I'enouYcler plus de fols ces ^changes , ou multiplier ces 
travaux» II suit de la qu'un bomme qui emprunte une 
somme d'argent pour la faire valoir, doit , en rendant ' 
cette somme au bout d'un certain temps, y joindre 
une retribution pour dedommager le preteur des a van- 
tages qu'elle lui eikt procures s'il Tavait employee lui- 



meme* Telle est Tidee qu'on doit se faire de Tint^ret 
de Targent. Pour le determiner, on compare toutes les 
sommes a celle de 100 fr. prise poar unite , et on con- 
vient do ce que doit rap porter cette derniere au bout 
d'un temps donne , d'une ann^e , par exemple. Ce u'est 
pas ici le lieu d*exposer les considerations qui , dans 
chaque genre de speculations , font hausser et baisser 
I'interSt de Targent : elles ne peuvent entrer que dans 
des Clemens d'Arithmetique politique et coramerciale , 
qui doivent Stre precdd^s de ceux du calcul des proba- 
bilit^s; et mon. objet, dans ce qui suit, n'est que de 
r^soudre quelques-uns des problemes qu'offrent le/ 
progressions par quotient.. 

Je supposerai , en general , que Ton soit convenu de 
donner au, bout d'un an, pour la somme 1, un intdret 
designe par r; il est Evident que I'inter^t d'une somme 
100, pendant le memo temps, sera lOOr^ que celui 
d'une somme quelconque a, sera exprime par ar. Si la 
dureede I'emprunt est designee par n, et I'interet par «, 
on aura , en general ^ 

a = army 

equation qui fera trourer I'une des quatre quantites a. , 
a, r eih, lorsque les trois autres seront donnees. L'hy- 
potb^se dtablie ci-dessus est ce qu'on appelle I'tnlerSi 
nmph. * 

257. Mais si le pr^teur , au lieu de retirer chaque 
ann6e Tinter^t du capital qu^il a avance, le laisse entre 
les mains de remprunteur, pour le faire valoir conjoin- 
tement avec la somme primitive , pendant I'annee sui-- 
vante , au bout de cette annee le capital aura acquis 
une yaleur qu'on trouvera ainsi : 

Le capital primitif etanta, augmente de I'interet ar,^ 
il deviendra , au bout de la premiere annee , 
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Si maintenant on fait 

rinteret de la somme a' pour nn an etant a'r^ le capital 

a'^eyiendra , a la fin de la seconde annee , 

I 
a' (1 +r) = a (1 + r)»:=a^ 

Si le pretenr ne retire point encore le capital a" a. 
la iBn de cette annee , et qu*il le laisse pendant nne 
troisieme annee , an bout de celle-ci , il lui sera du y 
d*apre8 ce qui precede , 

a" (1 +r) = a (1 4-r)3 =a'". 

On Yoit sans peine qu'apres la quatrieme annee , a'^ 
serait change en 

a'"(l+r)==a(l+r)4, 

et ainsi de suite ; et que par consequent la somme pretee 
d'abord et les sommes a rendre a la fin de la premiere , 
de la seconde , de la troisieme, dela quatrieme , etc., 
annee , ferment cette progression par quotient : 

-H-a:a(l+r) :a(\ + ry: a(l+r}^ :a(l+r)4 : etc., 

dont le quotient est l+r^et le terme general 

le nombre n marquant celui des annees ecoulees depuis 
rinstant du pr6t. Dans ce cas , rinterSt est compose, 

Soit 9 par exemple , le taux d'interet a 5 pour 100 , 
c'est-a-dire que pour 100 francs pretes pendafnt un an , 
on doit rendre 105 francs ; on a 

100r=5, ou r=.^ = :jfj, et l+r^^^. 
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^ Si Ton Youlait savoir ce que devient la somme a, aban^ 
donnee, ainsi qu*on vient de le dire , pendant 25 an- 
nees , on aurait alors 

an lien de la somme primitive. La SS*' puissance de ~ , 
s'lWalue promptement par le moyen des logarithmes ^ 
puisqu'on a (iK82) 

1 (U)" = 25 1|^ = 28 (hi -^ ho) :=; 0,5297322 , 

ce qui donne 



©■='• 



S86 environ , A =?= 8,886/^; 



et Ton Toit par la que 1000 francs pretes de cette ma- 
niei;e vaudraient 8886 francs au bout de 25 annees , en 
y comprenant les interets , etc. 

Si le placement durait 100 ans , on trouverait 

environ.; ainsi 1000 francs produiraient, apres cet esi- 
pacede temps, une somme de 181000 francs environ. 
Ces exemples montrent avec quelle rapidite les fonds 
s'augmententpar Taccumulation des interets composes. 

258. L'equation 

^ = a(l + r)« 

donne lieu a quatre questions : la premiere , connais- 
sant a, r ei n, trouver ^ ^ se presente toutes les fois 
qu'on cherche ce que devient le capital apr^s un nom- 
bre n d'ann^es ; je viens d'en donnei* un exemple. 
La. seconde, connaissant A, r et n, trouver a, et 
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dans laqaeile il Tient 



a 



a pour objet cle determiner le capital qu*il faut placer 
pour avoir droit , apres un nombre n d^annees , a une 
soiume A, 

La troisieme , connaissant a, A ein^ trouver Vy con- 
duit au taux d^interet par le moyen de la somme pri- 
mitive, de celle qui a ete remboursee, et du temps qu*a 
dure le placement ; on a dans ce cas 



1+r 



^ a 



La quatrieme , connaissant A, a etr^ trouver n y ne 
pent se resoudre que par les logarithmes (238,i&52). 
En prenant celui de cbaqiie membre de I'equation 
proposie , i) vient 

ly^ = la-t-nl(l+r), 
d'ou 

ly^ — la 



n 



l(l4-r)' 



Par cette derni^re , on trouve dans combien d'annees 
le capital a doit avoir produit une somme A. 

Pour en donner un exemple , je suppose qu'on de- 
mande le temps qu'il faut pour que la somme primitive 
soit doublee, le taux de Finteret etant toujours a S p. ^ ; 
on aura 

ot par consequent 

h i2 o,3oioaoo _., ^^ 

''"^l^~l2i— ho~0,02ll89S'" ' 
environ. 



259. La question suivante est une des plus compli- 
quee9 qn'on propose ordinairement sar ce sujet. On 
suppose que le pr^teur place cbaque annee une liou- 
velle somme qu'il joint au capital de cette annee, et cela 
pendant un nombre n d'annees; on demande quel est , 
ad bout de la derniere , le montanl de toutes ces 
sommes accumulees avec leurs interets composes. Soient 

a,h, c, d, A les sommes placees , la premiere, 

la seconde, la troisieme, la quatrieme, etc., annee; la 
somme a demeurant entre les mains de I'emprunteur 
pendant un nombre n d'annees , deviendra 

la somme h, qui n'y reste que n — 1 annees , se chaur 
gera en 

h (l+r)''-'; ^ 

la somme e , pr6t^ pendant n — 2 annees seulement , 
deviendra 

c(l+r)«-a, 

t 

et ainsi des autres; cnfin la derniere, k, qui n'est em- 
ployee que pendant un an , ne donnera que 

A(l + r): 
on aura done 

£n calculant cbaque terme du second membre separe- 
ment , on obtiendra la valeur de y^. 

L'op^ration se simplifie beaucoup lorsque 

a = & =s e = df • • • • 6=1 A ^ 

car dans ce cas on a 

^=?=a(l + r)» + a(l +r)«~» + c(l + r)«-a. . . . +o(l +r) ; 



S66 tLtMBNS 

le second membre de cette equation forme nneprogres* 
sion par qaotient , dont le premier terme est a (1 +r), 
le dernier a (1 ^r)", le quotient 1 -f r, et dont la sorame 
est par conseqnent 

ili±i^r!lz:flL±jl (282) : 

on aura doncalors 

^_ a(l + r)t(l+r)'.-l] 

r 

Cette equation presente anssi qnatre qaestions , corres^ 
pondantes h. celles que j'ai enoncees sar I'equation 

m 

260. Les placemens qu'on nomme anfiuites sont in- 
verses da precedent : c'est Tempranteur qui s'acquilte 
d*un capital avec ses interSts , en divers paiemens faits 
a des termes egalement eioign^s. Les paiemens effectues 
par Temprunteur avant la fin du remboursement , peu- 
vent etre consid^r^s comme des avances faites au pre- 
teur sur ce remboursement, et dont la valeur depend 
du temps qtii s'^coule entre Tune de ces epoques et 
I'autre. Ainsi , en designant cbaque paiement par a,le 
premier paiement qui a lieu n — 1 annees avant Tex- 
piration du dernier terme , rapport^ a cette epoque , 
vaut necessairement a (l+r)«— i; le second, tapporte 
a la mdme epoque, ne vaut que a (l+r)"— ^; le troi- 
si6me, a(l+r)"--3, et ainsi des autres jusqu'au der- 
nier, qui n'a que la valeur a. Mais, d'un autre cote, la 
somme pretee , etant representee par ^ ^ vaudra entre 
les mains de Tempranteur, apres n annees, un capital 
y^(l + r)'» qui devra etre egal a toutes les avances reu- 
nies que le prSteur a revues de lui : on aura done . 
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A(l +r)''=a(l +r)«-i +a{l +r)'— «+o(l +r)«-3... +«, 

ou , en calculant la somme de la progression que forme 
le second membre , 

Equation dans laquelle on pent prendre altemativement 
pour inconnue la quantite A, que j'appellerai le pria^ 
de I'annuite , parce que c*est \si somrae qu'eile rcpre 
sente ; la quantite a , qui est la guolile de Fannuite ; la 
quantity r, qui est le taux de I'interet , et enfin la 
quantite n, qui exprime la duree de Fannuite. 

La determination de r depend d'unis equation d'au- 
tant plus elev^ que n est considerable. On y parvient 
aisement en prenant 



l+r = «et-7 = a, d'oii r=i=:af — 1, a^=:Aa: 
A 



alors on pent diviser par A les deux membres de Fe- 
quation obtenue plus baut , et on trouve 

„ fgjn. J \ 

znzss ■ _| 1 puisz"-*-' — (l+«6)«'» + «=0, 

en faisant disparaitre le denominateur. 

Pour trouver n . il faut n^cessairement recourir aux 
logarithmes ; on degage d*abord (1 +^)^ ce qui donne 

et en prenant les logaritbmes , il vient 

fil(l+r) = la — l(a — ^r), 
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]a — l(a — Ar) 

" rir+Tj 

261. Pour montrer I'usage des formales ci-dessas, 
je les appHquerai a la question suivante : 

Trouver quelle eomme il faut donner annuellement 
pour eleindre, en 1^ anSy une dette de^lOO Jrance avec 
see interSU pendant ce tempe , VintMt annwel etant a 

8 p. ^ 

Dans cet exemple , on connait les quantites 

et on demande Tannuite a ; I'equQtion 

A (X^rY = ^ ^ '^ i-, 

r 

etant resolue par rapport a la lettre a , donne 

' yfr(l + r)". 

II faut mettre dans cette expression les valeurs des 
lettres A , r et n ^ et pour plus de facility , calculer 
d'abord , au rfioyen des logarithmes, la quantity (i + r)"^ 
qui revient h (—)" ; on trouvera 

(ii)»= 1,79586. 
Au moyen de cette valeur, il viendra 

100.^.1,79586 5.1,79586 



a 



1,79586—1 ~ 0,79586 ' 



et en evaluant la derniere expression , soit immediate- 
ment , soit par les logarithmes , on obtiendra 
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1^=11,2836: 

il faudra done une annuity de 11'''*, 28 pour eteindre eit 
12 ansle capital 100''-, 1e*taux annuel d'interet etant 
a 5 pour ^. 

II faut remarquer que si Ton fait n infinie , on a seu- 
lement. 

as=Ar et A=ss^; 

r 

* 

a devient alors ce qu'on entend par la rente perpetuelU ; 
A est le capital de cette rente. 

L'expression g^erale de A^ dtant mise sous la forme 



CI +r)* j r r(l^r)«^ 

fait connaltre la difference qa*il y a entre - , capital 

d*une rente perpdtuelle a, et le prix de Tannuite de 
mdme somme. 

On prend souvent pour terme de concessions di verses 
une duree de 99 ans ; substituant ce nombre, au lieu de n, 

et supposant I'inter^t a ^ P« ki ^^^^^'^^ ^" trouYc 

^ = m(i-^)=so.-if 

pour une annuity de 99 ans : son prix ne differe que 
de 1^ du capital d*une rente perpetoelle de meme 
somrae. 

262. De plus grands details sur ces questions passe - 
raient les homes que je me suis prescrites : j*observerai 
seulement que , pour comparer la valeur de plusieurs 
sommes , par rapport a celui qui doit les payer ou les 

a4 
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receToir, 3 faiit Itf r^doire a la ni^me ^poqoe, i^ert^a- 
dire chercher ce qa*elles donneraient de capital a une 
mtoe epoqne. Un banquier, par exemple, doit mie 
SQDiiiie a payable dans n ann^ ; pour s'acquitter, il 
donne nn effet dont la Talenr est repr^nUfe par h^ 
et doit le payer dans p ann^ ; en rapportant la pre- 
miere aomme aa moment ou il effectoe son operation , 

elie ne rant qne jz r^,parce qa'elledoitdtreconsi- 

dih'de comme la ralear primitiye d'on capital deyena a, 
apr^f n annfes ; la iorome b ne Taat , par la m^me rai- 

ton, k cette ^oqae que rj r- : la difKrence 

a h_^ 

( 1 + r)« ( 1 + r)/* 

marquera done, snivant qa*elle sera positi? e on ndga- 
tire 9 ce que doit donner on recevoir le banquier en 
retonr de son ^change ; et si ce retour ne pouTait se 
payer qne dans nn nombre q d'anntfes , en d^signant 
par e sa ralear an moment de reparation , il devien- 
drait 

en sorte qu*il serait ^qniyalent a 

V(l+r)« (1+^W 

Les sorames a,h.m...k, dans le n* 959 , ont toutes 
et^ rcSdoites k T^poque oil devait se payer la somme A; 
ct dans le nom^ro 260 , chacun des paiemens , ainsi 
que la spmme Ay a et6 rapport6 a T^poque ou devait se 
terminer I'annuite. 

FIN. 



ADDITION; 



Noteindiquie tur la page 113. 



Dans les n** 66 et 75, j'ai interpr^te lea solutions negatives par 
Vexamen de T^quation qu'elles i^^rifientimm^diatement, ainsique 
j'en ayats us^ plus haut ; et ce moyen me parait toujours exact , 
parce qu'il s'iagit seulement de montrer que ces solutions ont un 
■ens raisonnable , puisqu'elles r^soWent des questions analogues A 
la propos^e ; mais il y a souvent plusieurs mani^res de former ces 
questions ; et la suivante, que m'a communiqu^e feu M. Fran^ais,. 
g^m^tre distingu^, professeuri I'^cole d'Artillerie de Mayence, 
m'a sembl^ plus simple que celle qu'on trouTe dans ces l^lemens. 

« II pense qu'on doit ^carter de T^nonc^ de la question du 
» n^ 65, 1'id^e du depart des courriers , pour les supposer en route 

• depuis un temps ind^fini, et qu'en consequence il faudrait la 

> poser ainsi : Deux courrien suiveni la m4fne route done le mime 

• sen9f G^ABG (page 100); aprke quHU ont count chacun un 
» temps quelconque , Vun ee tfWiee en A.& Vinetant oii Vautre 

• est enB'j on eonnait leun viteeeee et la distance AB : on de-' 

• mande en quel point de route ils se rencontreront 9 • 

Get ^nonc^ conduit a la mdme Equation que celui du n® 65 ; 
mais « d^s qu'on ^tablit la continuity du mouvement, la solution 
» negative s'explique sans qu'il soit n^cessair^ de changer la direc- 
» tion de I'un des courriers. En effet, puisque leur mouvement n'a 
» point commence aux points A et B, mais que tous deux, aTant 

> rinstant ou on les suppose parvenus A ces points , s^^taient d^ji 

> mus de la meme mani^re pendant un temps ind^fini , * en allani 
» de C vers ^, il est facile de concevoir que le courrier qui de- 

• Tance A ce point celui qui est alors en A, lequel Ta moins vite, 
» a dii , d une certaine ^poque , se trouyer en arri^re de celui-ci, 

• et le rencontrer avant son arriy^e au point A, he signe — indtque 

• alors ( conune dans Tapplication de TAlg^bre a la Greometrie ) 
» qu'il faut prendre la distance AM' dans le sens oppos^ a la dis- 
» tance AR qu'on a regard^e comme positive. Le changement a 
» faire dans I'^nonce, pour que la solution negative devienne po- 

• sitive , se r^duit a ^tablir que les courriers ont dii se rencontrer 

• avant d'arriver au point A, au lieu de le faire apr^s.* 
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£o effet , quand on place le point R' entre A et C^, aa lieu de 
le Diettre enCre Aei B,on trouve AB = BR' — AR' ; d'oa il 
r^iulte r^qaalion y — d: ^ a, au lieu de d: — y = qu'on avait 
obienue d'abord j et il n'est pas besoin de changer le eigne de e, la 

seconde Equation demeurant r=-* 

be 

M. Frangais applique , non moins heureusement , ces consid^ra- 

tiong au cas du n* 75 , en rempla9ant les courriers par des mobiles 

soomis a un mouTcment continu et commence depuis un temps 

ind^fini. II ^nonce ainsi le probl^me : « Deux mobiles se meuveni 

• uniformiment sur la m4me droiie CB (page 112), Vun dans 

• la direclion BG, Vautre dans la direction GB, avec des Vitesse's 
> donn^es ; celui qui se meui dans le premier sens , se tnmve 

• 0» B , un nombre connu d'heures avant que Vautre ne soit 
» parvenu en k.: on demande en quel point de la droite indSfi- 
» nie BG se fait leur rencontre 9 

• La solution x=: — 48^"* yeut dire que les deux mobiles se 
» sont rencontres au point R, avant que celui qui irient de C vers B 

• fut arriv^ au point A ,ei que le second , qui va de B vers C, le 
» fut au point C ou il se trouve quand Tautre est au point A, • 

La position assignee au point R se verifie en observant qu'il en 
resulte AC = BC — AB = c<{ ^- a, au lieu Ae a '^^ cd qu'on avait 

obtenu d'abord (page 111), et par consequent |-= , 

b c 

equation qui donne x ^ 48. 

De cette mani^re , il n'y a aucun renversement a faire au sens 

du mouvement : A la verity les circonstances materielles du pro- 

bl^me sont chang^es ; et , comme je Tai dit plus baut, cela pronve 

qu'il existe plusieurs questions physiques correspondantes aux 

memos relations mathematiques : mais les enonc^s ci-dessus ont 

Tavantage de ne pas blesser la loi de continuite , et se rapprochent 

ainsi de la consideration des lignes , qui point de la mani^re la 

plus simple et la plus gen^rale , les circonstances du changement 

de signe des grandeurs. (Yoyei le Traits eUmentaire de Trigono- 

m^trie et d' application de I'Algbbre a la Giomdtrie,) 



